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Vorwort

Das vorliegende Vorlesungsskript ist entstanden im Rahmen der Vorlesung Funktional-
analysis, die ich im Wintersemester 2012/13 sowie im Wintersemester 2014/15 an der
Universitit Stuttgart gehalten habe.

Das Vorlesungsskript ist kein offizielles Dokument der Universitat Stuttgart. Es kann
nicht garantiert werden, dass dieses Dokument ohne jeglichen Fehler ist. Bei Fragen oder
dem Auffinden von Fehlern kénnen Sie mir gerne eine Nachricht zukommen lassen, zum
Beispiel an:

duell@mathematik.uni-stuttgart.de

Es ist nicht gestattet, dieses Dokument in verdnderter Form zu verbreiten oder kommerziell

einzusetzen.
Ich danke ganz besonders Frau Christina Koch, die das Manuskript mit ATgX gesetzt
hat.

Wolf-Patrick Dull



1. Grundlegende Raume und
Abbildungen in der
Funktionalanalysis

1.1. Skalarprodukte, Normen und Metriken

Sei K =R oder K =C.

Definition 1.1.1 (Skalarproduktraum). Sei V' ein K- Vektorraum. Eine Abbildung
(-,): V xV — K heifst Skalarprodukt (oder inneres Produkt) auf V', falls gilt:

1. Fir allea e K und x,y,z € V gilt (ax + vy, 2) = oz, 2) + (y, 2).
2. Fir alle x,y € V gilt (x,y) = (y,x).
3. Fir allex € V gilt (x,z) > 0 sowie (x,z) =0 z=0.

Wir nennen V' zusammen mit (-,-) Skalarproduktraum oder Prahilbertraum und
schreiben (V, (-, ).

Bemerkung 1. Aus den Figenschaften 1. und 2. folgt fir jedes o € K und z,y,z € V

die Identitdat
(z,y + z) = a(z,y) + (, 2).

FEin Skalarprodukt ist also fiir K =R eine positiv definite, symmetrische Bilinearform

und fiir K = C eine positiv definite, hermitesche Sesquilinearform.

Beispiel 1. Folgende Vektorrdume bilden mit den zugehdérigen Abbildungen Skalarpro-

duktrdume:

a) V=R" (z,y) = i ;Y (n-dim. euklidischer Raum mit eukl. Skalarprodukt).

c) Folgenrdaume:
V= {Z‘ € RN» <x>$> < OO}; <.T,y> = % LiYis
i=1

V={xeC () <o}, (1,y) = > o7
=1

d) Funktionenrdume:

b
V = C%a,b],R) mit a < b reell mit (x,y) :/ x(t dt;

V = C%a,b],C) mit a < b reell mit (x,y) :/ x(t



Satz 1.1.1 (Ungleichung von Cauchy-Schwarz). Sei X ein Skalarproduktraum und

x,y € X, dann gilt:
[z, )| < /(@ 2)\/ (Y, )

Auferdem gilt fir x,y € X \ {0} genau dann Gleichheit, wenn x und y linear
abhdngig sind.

Beweis. Fir y =0 gilt
[(z,y)| = [z, 0)] = \/{z,x),/{0,0) = 0.
Sei daher y # 0 und a € K beliebig, dann gilt:
0< (z+ay,z+ay) = (z,2) + aly, x) + alz,y) + [a*(y, ).

Mit o = —(z,x){y,y) ! ergibt sich nach Multiplikation beider Seiten der Ungleichung
mit (y,y) > 0 die Ungleichung

0 < (z, ) (y,y) — [{z, )|,

woraus die zu zeigende Ungleichung folgt. Aulerdem gilt Gleichheit in den obigen Unglei-
chungen genau dann, wenn = + ay = 0 ist, also wenn x und y linear abhéngig sind.

]

Ein Skalarprodukt kann zur Abstandsmessung verwendet werden.

Definition 1.1.2 (Norm). Sei X ein K-Vektorraum, eine Abbildung ||-||: X — R
heifit Norm, falls gilt:

(1) Fir alle x € X gilt |z]| > 0 sowie ||z]| =0« x = 0.

(2) Fir alle x € X und a € K gilt ||az| = |af||z].

(3) Fiir alle v,y € X gilt die Dreiecksungleichung ||z + y|| < ||lz|| + ||v||-

Satz 1.1.2. In jedem Skalarproduktraum X, ldsst sich durch |z| = \/{x,x) eine
Norm einfihren. Man nennt sie die durch das Skalarprodukt (-,-) induzierte Norm.

Beweis. Es sind die Eigenschaften (1) - (3) einer Norm nachzuweisen.
(1) Folgt direkt aus der Eigenschaft (3) des Skalarprodukts.
(2) Folgt aus

laz| = (o, ax) = \/aa(z, z) = |a|y/(z,2) = |of||z]].

(3) Fir z=a+ibe Cgilt z+2z =a+ib+ a —ib = 2a = 2Re(z) und so erhalten wir
zunachst
Iz + ylI* = (& +y,z+y)
= [l2I* + (z.9) + (v, 2) + [ly]I®
= [l + (&, 9) + (2, ) + llyll”
= [[2]I* + 2Re((z, 1)) + [lyl*



Auflerdem gilt mit der Ungleichung von Cauchy-Schwarz:

Re((z,)) < [(z,y)] </ {z,2)\/{y,9) = [lzllllyll.

Aus diesen beiden Rechnungen ergibt sich schlief$lich

Iz +yll* < ll=ll* + 2l /Iyl + lyll* = (=1l + ly1)?,

womit die Eigenschaft (3) durch beidseitiges Ziehen der Wurzel folgt.

Satz 1.1.3 (Parallelogrammgleichung). Sei (X, (-,-)) ein Skalarproduktraum und
|l die durch (-,-) induzierte Norm. Dann gilt fir alle x,y € X die Identitdt

Iz +yl1* + llz = ylI* = 2(ll=* + llylI*).

e Identitat lasst sich geometrisch veranschaulichen. Dazu betrachten wir zwei Vektoren
ab e
e€=a

R?, die ein Parallelogramm aufspannen. Ferner betrachten wir die Diagonalen
—bund f =da+ b, es ergibt sich folgende Skizze:

a
Mit & := HgH fir € € {a,b,e, f} gilt in einem Parallelogramm die Bezichung
e’ + f* = 2(a® + b?).
Daher ist diese Identitat auch als Parallelogrammgleichung bekannt.

Beweis. Der Beweis gelingt durch einfaches Nachrechnen:

lz+ylP+lz—yl*=(z+y.2+y)+{z—y,z—y)

=2z + (z,y) + (v, 2) — (z,9) — (y, ) + 2[ly|]*
= 2([l=(1> + llylI*).

[]

Mit Hilfe von Skalarprodukten kann man einen Winkelbegriff einfithren. Nach der Un-
gleichung von Cauchy-Schwarz gilt immer:

o)l
(G

fiir z, y # 0. Dies sichert die Korrektheit der nachsten Definition.



Definition 1.1.3 (Winkel). Sei X ein reeller Skalarproduktraum und seien x,y €
X\ {0}. Dann nennt man « € [0, 7] mit

(z, )
Izl Iyl

cos ¥ =

den Winkel zwischen x und y.

Definition 1.1.4 (Orthogonalitit). Sei X ein Skalarproduktraum.

a) x,y € X heiffen orthogonal zueinander, wenn (x,y) = 0 gilt. Wir verwenden
dann die Schreibweise x L y.

b) Zwei nichtleere Teilmengen X1, Xo C X heifien orthogonal zueinander, wenn
fir alle x € Xy, y € Xy die Gleichung (x,y) = 0 erfillt ist. Wir schreiben
dann auch X; L X,.

Satz 1.1.4 (Pythagoras). Sei X ein Skalarproduktraum und z,y € X orthogonal
zueinander. Dann gilt:
lz =+ yll* = ll=ll* + 1yl

Beweis. Wegen Orthogonalitat gilt (z,y) = (y,x) = 0 und wir erhalten

lz+ylI* = (@ +y,z +y) = lal® + [ylI* + (&, 9) + (y,2) = =]* + yl*
=0 =0

Definition 1.1.5 (normierter Raum). Ein K-Vektorraum X zusammen mit einer
Norm ||-]| heifit normierter Raum. Wir schreiben dann das Tupel (X, ||-||).

Bemerkung 2. Nach Satz 1.1.2 ist jeder Skalarproduktraum auch ein normierter Raum.
FEin normierter Raum st aber nicht immer ein Skalarproduktraum. Dazu betrachten wir
X = R? mit ||z]] := maxg_12 || fiir v = (z1,29) € X. Sei z = (1,2) und y = (2,0).

Dann ist ||z|| = |ly|| = 2, [z + y|| = 3 und ||z — y|| = 2. Damit ist aber

1B=9+4=z+yl> + lz—yl* =2(|zl]> + ly|*) = 2(4 + 4) = 16

und so die Parallelogrammgleichung nicht erfillt. Daher kann ||-|| nicht von einem

Skalarprodukt induziert sein.

Satz 1.1.5. Genau diejenigen normierten Riume X, in denen die Parallelogramm-
gleichung gilt, sind Skalarproduktrdume. Im reellen Fall ldsst sich dann durch

1 2 2
(@,y) = (= + yl* = ll= — yII?)
und im komplexen Fall durch
1 2 2, L2 L2
(2,y) = 7 (Il + 9l = lle =yl +i (I + Il — = —iy]*))

ein Skalarprodukt auf X erkldren, welches die Norm ||-|| induziert.



Beweisidee. Setze das Skalarprodukt mittels der beiden Formeln im Satz an (diese nennt
man auch Polarisationsformeln) und verifiziere die Eigenschaften eines Skalarprodukts.
Fiir ndhere Details siehe beispielsweise [4]. O

Beispiele normierter Ridume:

Beispiel 2. Wir betrachten R™ oder C™ mit

1
. 1
P
|z, == ( E |$k|p> firl<p< oo
k=1

oder

Hierbei erfolgt der Nachweis der Dreiecksungleichung mit Hilfe der sogenannten Minkowski-
Ungleichung:
1 1 1
n P n D n D
<Z|ai+bz-|”> < <Z|ai|f’> + <Z|bi|f’>

i=1 i=1 i=1
fira,b; e R, ne N, ie€{l,...,n} und 1 < p < oco. Wir werden diese Ungleichung erst
im Rahmen der LP-Rdume in allgemeinerer Form beweisen.

Beispiel 3 (Folgenrdume). Wir bezeichnen mit © = (x,)neny € KN Abbildungen x: N —
K,z z,.

a) P :={r e KN| 2, |zxP < o0}, 1 < p < 0o mit ||x]|p = (ZZ&JIEHP)%-

b) £°°:={z € KN|||x]ls= < 00} mit ||x]ls= := supyey|Tkl.

c) co:={x € KN| limy_, zx = 0} Nullfolgen mit ||-|| .

d) c:={x € KN|z ist eine konvergente Folge} mit ||| .

e) c. ={x € KN|xzy # 0 fiir hichstens endlich viele k € N} mit |||, 1 < p < 00.

Beispiel 4 (Funktionenrdume). Sei ) # M C R™ beliebig, ) # K C R™ kompakt und
) # Q CR"™ offen (oder allgemeiner lokal kompakt). Dann definieren wir die folgenden
Funktionenrdume:

a) B(IM,K) :={f: M — K[| fllc < o0} mit | fllec :=sup,en|f(x)| heifit der Raum
der beschrankten Funktionen mit Werten in K. Fir K = R schreiben wir auch
B(M) statt B(M,R), ebenso in den folgenden Beispielen.

b) C°(K,K) :={f: K — K| f stetig } mit ||f|lco := sup,ex|f(z)] = max,ex|f(z)|
heifit der Raum der stetigen Funktionen auf der kompakten Menge K (mit Werten

c) CR(Q,K) == {f: Q = K| f stetig und || f]lco < oo} mit || f|lco := sup,cqlf(z)]
heifit der Raum der beschrankten, stetigen Funktionen auf €.

d) CO(Q,K) :={f € CYQ,K) | supp f ist kompakte Teilmenge von Q} mit ||-||co heift
der Raum der beschrankten, stetigen Funktionen mit kompaktem Trager. Dieser

ist dabei definiert durch supp f = {x € Q| f(x) # 0} = clos{z € Q| f(x) # 0}.




e) Co.i(QK) := BUCQ,K) := {f € C(Q,K) | f ist gleichmdfig stetig auf Q} mit

I'llco heifit der Raum der beschriankten, gleichméfig stetigen Funktionen.

f) C"(Q,K) :={f € CY(Q) ||| fllcoa < o0} fiir a € (0,1] mit der Norm
Ifllco.e = 1Ifllco + [f]con

und der Halbnorm

[f]co.a := sup M

syeq T —yl*
TFy

heift der Raum der Holder-stetigen Funktionen. Fiir o = 1 erhalten wir C%'(Q, K)

Lip(2,K), wobei Lip(Q,K) der Raum der Lipschitz-stetigen Funktionen ist.

g) C™(K,K):={f: K — K| f ist stetig auf K° = int K und stetig fortsetzbar

auf K fir 0 < |j| < m} mit der Norm

Ifllem =3~ 104 flleo

0<lj|<m

heiffit Raum der m-fach stetig differenzierbaren Funktionen. Hierbei ist x = (x4, . ..

Y zn)?

j = (1, Jn) € N" ein Multiindez, |j| = Y7, j; und &2 = 0} ...0" mit

h) Analog definiert man C*(2,K) (beschrinkt), C"(Q,K) (kompakter Trager) und
i LK) == {f: Q = K|9lf € C) (LK)} fir [j| =0,...,m mit der Norm

unif
HES
Auferdem definieren wir C"™*(,K) =
0,...,m und O f € C**(Q,K)} fir m >

[ fllema = [ fllem-+ > 1183 fllcoa.

lil=m

mit

Definition 1.1.6 (Halbnorm). Sei X ein K-Vektorraum. Eine Abbildung [-]: X —
R heifst Halbnorm, wenn sie alle Eigenschaften einer Norm erfillt, aufler

[z] =0 2z =0.

Wir bezeichnen mit (X, []) dann einen halbnormierten Raum.

Satz 1.1.6. Sei (X, [-]) ein halbnormierter Raum. Dann gilt:
a) Kern([-]) := {z € X | [z] = 0} ist ein Untervektorraum von X.

b) X/ Kern([-]) mit der kanonischen Quotientenvektorraumstruktur und einer
Abbildung ||x + Kern([-])|| := [z] ist ein normierter Raum.

Anmerkung:

{f:Q = K|0if € C°Q,K) fiir |j| =
1

Wir schreiben X/ Kern([-]) = {Z |z € X} mit & =2 + Kern([']) = {y € X |z ~ y} mit

der Aquivalenzrelation z ~y <z —y € Kern([-]). Dann liefern & + ¢ = :1c/+\y und ax =

az die Vektorraumstruktur auf X/ Kern([-]) mit Nullelement 0 4+ Kern([]).



Beweis.
a) Zunachst gilt [0] =[0-2] =0+ [z] = 0 und so 0 € Kern([-]) und Kern([-]) # 0. Sei
nun z,y € Kern([-]), sowie a € K beliebig gewéhlt. Dann gilt:

0 <[ax+y] <laf-[z] + [yl = o] -0+ 0=0,

woraus [ax + y] = 0 und so ax + y € Kern([-]) folgt.

b) Wir zeigen zunichst die Wohldefiniertheit von ||-||. Sei dazu = ~ y, dann gilt
] =z —y+y <[z—y]l+[y] =0+ [y]. Analog kann man [y] < [z] unter
Ausnutzung der Symmetrieeigenschaft von Aquivalenzrelationen zeigen und erhélt
insgesamt [x] = [y] wie gewiinscht. Es sind noch die Normeigenschaften nachzuweisen.
Dazu setzen wir 0 = ||z + Kern([-])|| = [z], es folgt € Kern([-]) und so = +
Kern([-]) = Kern(]-]) = 0. Die tibrigen Normeigenschaften folgen unmittelbar aus

den Eigenschaften der Halbnorm.
O

Beispiel 5 (Lebesgue-Raume). Sei (2, %, \) ein Mafraum. Hierbei ist Q@ C K", ¥ eine
o-Algebra und \ ein Maf. Wir definieren

LE(Q) :={f: Q= K| f ist (X, \)-messbar, [f]zr < oo}

fir 1 < p < oo. Ferner konnen wir zwei Halbnormen definieren:

= eri= ([1Pa)) und [fla=(flex = jof (Lsup 1o

/\(B%e)io zeQ\B
Dann ist (LE(Q), []zr) fir 1 < p < oo ein halbnormierter Raum. Ferner sei L () :=
£/ Kem([y) = L4/ € £4(Q) [ £ =0 Aga} und |f +Kemn([}p) s = [f]es. Dann st
(LE(), ||lle) fir 1 < p < oo ein normierter Raum und wir auch als Lebesgue-Raum
bezeichnet.
Fiir den Fall Q@ = N, ¥ = P(N) (die Potenzmenge von N) und \ das Zihlmaf$ (d.h.
A(B) = |B| fir B € P(N)) erhalten wir L% (N) = Ly (N) = .
Ist K = R, schreiben wir von nun an LP()) bzw. LP(Q).
Der einzig schwierige Schritt beim Beweis der (Halb)-Normeigenschaften ist der Nachweis
der Dreiecksungleichung. Er basiert auf den im Folgenden behandelten Ungleichungen.

Definition 1.1.7 (Konjugierte Zahl). Sei p € [1,00]|. Dann heifit p’ € [1, 00] mit
% + z% =1, wobei wir é := 0 setzen, die zu p konjugierte Zahl.

Lemma 1.1.7 (Youngsche Ungleichung). Sei a,b € Ry und p € (1,00). Dann gilt:
1 1
ab S *ap + 7/bp .
p p
Beweis. Fiir a = 0 oder b = 0 ist die Behauptung klar. Seien a,b > 0. Dann gilt:
1 1 / 1 1
In(ab) = —In (a”) + — In (bp) <In <ap + /bp> :
p p p p

da der natiirliche Logarithmus konkav ist. Anwenden der Exponentialfunktion liefert die
geforderte Behauptung. Fiir den Beweis der Konkavitat sei auf die Analysis 1 verwiesen.
m



Satz 1.1.8 (Holdersche Ungleichung). Sei p € [1,00], f € LP(Q), g € L' (Q).
Dann ist fg € LY(Q) und es gilt:

I gller < [ fllze-llgll -

Beweis. Fiir die Fille p = 1 und p = oo ist der Beweis klar. Sei 1 < p < oo und
[ fllz» = 0. Dann gilt f =0 Ary und so fg =0 Ags und damit || fg||z+ = 0. Analog folgt
aus ||g||» = 0 ebenfalls || fg|[,: = 0.

Sei nun 1 < p < oo und || f||z», |9l > 0. Wir definieren f := W und g := 2

Tal

Dann gilt:
1

Lf 1l zellgll 2o

mit Hilfe der Youngschen Ungleichung. Nach Konstruktion von f und §, nehmen die
Integrale von |f[? und |g|” iiber Q den Wert 1 an. Wir erhalten so mit der Monotonie
des Lebesgue-Integrals

11,
|fal = 1fg] < =|fIP+ =g
p p

1

Loz L[ 11
gl < */|f|pd)\+j/|g|p dd=-+—-=1
”fHLpHgHLP’ pJa p'Ja p

p

und damit die gewiinschte Ungleichung.
Satz 1.1.9 (Minkowskische Ungleichung). Sei p € [1,00] und f,g € LP(S2). Dann
ist f+ g € LP(Q) und es gilt:

If 4+ gllze < I fllze + llgllzr

Beweis. Fiir die Félle p = 1 und p = oo folgt die Behauptung direkt aus |f+g| < |f|+]g|.
Sei daher 1 < p < co. Dann gilt:

[f+ 9" < (1 + 19D < 22 max{[f[", [g]"} < 2°(If" + |g]")
und somit f + g € LP(Q2). Auerdem gilt:
[f+alP < IFIF+ g7t + gl f + gl
mit (p — 1)p’ = p. Daher ist |f + g[*~' € L¥(Q) und es folgt

17+ gl = [1F + g X < (1fllzs + lgen)lf + g o

P
Wegen [|[f +g[*|» = If + gll7» erhalten wir

p—L

1f +glle™ < 1Fllze + llgllzo

und so wegen p (1 — ]%) = 1 die Behauptung.

10



Definition 1.1.8 (Metrischer Raum). (X, d) heifft metrischer Raum, falls X # ()
und d: X x X — R eine Abbildung bei der die folgenden FEigenschaften fir alle
x,y,z € X erfillt sind:

1. Positivitdt:
d(z,y) >0, sowie d(z,y) =0 <z =y.

2. Symmetrie:
d(y, z) = d(z,y).

3. Dreiecksungleichung:
d(z,y) < d(z,z) +d(z,9).

Die Abbildung d heifit dann eine Metrik. Erfillt d die obigen FEigenschaften, aufer
d(z,y) =0 < x =y, dann heifst d Halbmetrik und (X, d) halbmetrischer Raum.

Satz 1.1.10.

a) Sei (X,||-]]) ein normierter Raum. Dann ist durch d(x,y) = ||z — y|| eine
Metrik definiert, die folgende zusdtzliche Eigenschaften erfillt:

4. Translationsinvarianz:
Fiir alle z,y,z € X gilt d(x + z,y + z) = d(z,y).

5. Homogenitdt:
Fiir alle z,y € X und a € K gilt d(ax,ay) = |a|d(x,y).

b) Sei (X,d) ein metrischer Raum. Auflerdem sei X ein K-Vektorraum und d
translationsinvariant und homogen. Dann st durch

]| := d(z,0)
eine Norm definiert.
Beweis. Siehe Grundvorlesungen zur Analysis oder zur Linearen Algebra. ]

Beispiel 6. Sei X # 0 und
1 z#y
0 z=uy.

d(z,y) == {

Dann ist d eine Metrik, die sogenannte diskrete Metrik, welche allerdings, sollte X ein
K- Vektorraum sein, keine Norm induziert.

Bemerkung 3. Wir haben folgende Hierarchie von Strukturen:

Skalarproduktraum = normierter Raum = metrischer Raum,

wobei die Umkehrungen im Allgemeinen falsch sind.

11



1.2. Topologie in Skalarproduktraumen, normierten
Raumen und metrischen Raumen

Definition 1.2.1. Sei (X, d) ein metrischer Raum sowie A, B,C, M,O,V,W, Z C
X, x90€ X unde > 0.

a) B:(zo) == {z € X |d(z,20) < e} heifst offener e-Ball um zy. Ist X ein
normierter Raum, dann kann in dieser Definition d(x,xq) durch ||z — x|
ersetzt werden.

b) O heifit offen, falls fiir alle x € O ein e > 0 mit B.(x) C O ezistiert.

c) A heifit abgeschlossen, falls X \ A offen ist.

d) M°:={x € M|3.s0: B(x) C M} heifst das Innere von M.

e) M := X\ (X \ M)° heifit Abschluss von M

f) OM := M\ M° heifit Rand von M.

g) B heifit dicht in A, falls B = A gilt.

h) C heifst beschrankt, falls x € X sowie R > 0 existieren, mit C' C Br(z).

i) Z heifst zusammenhéngend, falls sich Z nicht als disjunkte Vereinigung zweier
nichtleerer Mengen der Form V N Z und W N Z, wobei V' und W offen sind,
darstellen ldsst.

Beispiel 7.
a) Sei (X,d) = (R?,||-|l2). Dann ist B;(0) = B;1(0)° offen und zusammenhingend.

Ferner ist B;(0) = {z € R?|||z|ls < 1} abgeschlossen und zusammenhdingend.
Auferdem gilt: 0B;(0) = {z € R?| |||l = 1}.

b) Sei (X,d) = (R,|-|lo = 1}. Dann ist M = Upen o} [%,Qn%l] nicht zusam-
menhdngend, nicht offen und nicht abgeschlossen. Auflerdem ist

aMZ{;\meN\{O}}u{O}.

Wir konnen M auf der reellen Achse visualisieren:

— R —
11 1 1 1
5 4 3 2

Definition 1.2.2 (Konvergente Folge). Eine Folge (x,,)nen in einem metrischen
Raum (X, d) heifst konvergent gegen x € X fiir n — oo, falls

lim d(z,,z) =0 git, d.h. VesoTn.enVasn. : d(zp, x) < €.

n—00

o o . . n—oo
Wir schreiben dann auch x, — x fir n — oo, lim,_,. x, = x oder xr, —— x
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Bemerkung 4. Der Grenzwert einer Folge (x,,)nen ist eindeutig bestimmt. Angenommen
neben x sei y ein weiterer Grenzwert. Dann erhalten wir mit der Dreiecksungleichung

Nun gilt aber nach Definition d(z,x,) = d(z,,x) — 0 fir n — oo und d(x,,y) — 0 fir
n — oo und so ist d(z,y) = 0 und es folgt x = y.

Beispiel 8. Sei (X, d) ein metrischer Raum.

a) Sei X = R™ und d(z,y) = ||v — yl||l2 sowie (zn)neny € R™, x € R™. Wir bezeich-
nen mit x; die j-te Komponente von x bzw. mit (x,); die j-te Komponente des
Folgenglieds x,,. Dann gilt:

m

=1

b) Sei X = C°([0,1]) sowie d(x,y) = maxo<;<1|z(t) — y(t)|. Dann gilt:

T, %1 & gg?é\xm()

& Ves0Tn.enVasn. :Org%xlmn(t) —z(t)| <e

x(t)] ===

g vz:‘>OE|ngGNVnEnEVtE[O,l} : ’l’n(t) - I(t” <e&.

Diese FEigenschaft heifst auch gleichméafiige Konvergenz.

c) Sei X = C°([0,1]) und d(z,y) (/ |z(t) — y(t)P dt) fir 1 <p < oco. Dann gilt:
1
T, 2 </ |z, (t) — 2(t |pd1€)p 27%% 0

~ v5>03n56an2n5 /0 |xn(t) - x(t)|p dt < €.
Dies nennt man auch Konvergenz im p-ten Mittel.

Satz 1.2.1. Sei (X, ||-||) ein normierter Raum, (,)nen, (Yn)nen € X, (an)nen C K,
Tp = T, Yo — Yy und a, — a firn — oco. Dann gilt:

AnTn + Yn 270 ax + .
Beweis. Mit der Dreiecksungleichung sowie der Homogenitéat gilt:

laz +y = (an®n + yn)|| = llax = an® + anr — anwn +y — ynl|
< llaz — an|| + flan(z = zn) [ + ly — yul
< la = anlll2]| + lan|llz = zall + llyn =yl
Nun ist a,, wegen Konvergenz insbesondere beschrénkt und so |a,| < ¢ < co. Damit folgt

aus den vorausgesetzten Konvergenzen die Behauptung.
O
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Satz 1.2.2. Sei (X, d) ein metrischer Raum und M C X. Dann gilt
H = {'CL' S X ‘ El(xn)nENgM - T n_)—oo> 'T}

Beweis. Sei M = {x € X | Jz,),cncrr : Tn ——> x}. Nun ist M = M zu zeigen:

reMe Ves0Tn.enVasn, : Tn € Be(x)
& Veso: Bo(x) N M £ 0
& Veso : (Bo(x) C X\ M)
< 2 (Jeso s Be(x) S X\ M)
erg (X\ My
sSre X\ (X\M)?° =M.

Definition 1.2.3. Seien (X, dx), (Y, dy) metrische Riume.

a) Eine Abbildung T: X — Y heifst stetig in zp € X, wenn
v5>036(5,xo)>0vz€X,dX(x,aco)<6 : dY(T(w)a T('xO)) <Eg gdt

b) T heifit stetig in X, falls T stetig in jedem x € X ist.

¢) T heifft Homéomorphismus, falls T stetig und bijektiv ist und die Umkehrab-
bildung T~ ebenfalls stetig ist.

d) T heifit Tsomorphismus, falls T' stetig, linear, bijektiv und T ebenfalls stetig
15t.

e) T heifst Isometrie, falls T stetig und bijektiv ist und auferdem fir alle
r1,To € X die Identitdit

dy (T(z1),T(x2)) = dx(1, %2)

qgilt.

Satz 1.2.3. Fir T: (X,dx) — (Y,dy) sind dquivalent:

(i) T ist stetig fir alle x € X.

(ii) T ist folgenstetig fiir alle x € X, d.h. x, "= x impliziert T (x,) "= T(x).
(iii) O CY st offen in (Y,dy) impliziert T~1(O) ist offen in (X, dx).

(iv) A CY abgeschlossen in (Y, dy) impliziert T~*(A) abgeschlossen in (X, dx).

Definition 1.2.4. Eine Folge (z,)nen in einem metrischen Raum (X, d) heifst
Cauchy-Folge, wenn

ve>03n5€an,m2n€ . d(In, xm) <€

qgilt.

Lemma 1.2.4. Jede konvergente Folge in einem metrischen Raum ist eine Cauchy-Folge.
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Vollstandigkeit

Definition 1.2.5. Ein metrischer Raum (X,d) heifft vollstindig, wenn jede
Cauchy-Folge in X gegen ein Element aus X konvergiert. Fin vollstindiger, metri-
scher Raum heifit auch Fréchetraum, ein vollstindiger normierter Raum heifit auch
Banachraum und ein vollstandiger Skalarproduktraum heifit auch Hilbertraum.

Beispiel 9.
a) (R,|:]) und (C,|-|) sind Banachrdume.

b) (Q,[]) ist nicht vollstindig. Betrachte dazu eine Folge (xy,)neny € Q mitlim, o0 , =
V2. Eine Moaglichkeit ist das Setzen von x, als die Dezimaldarstellung von V2 bis
zur n-ten Stelle. Dann ist jedes Folgenglied eine endliche Dezimalzahl und so aus
Q, aber der Grenzwert liegt in R\ Q.

Definition 1.2.6. Zwei Normen ||-||, und ||-||p heiffen dquivalent, wenn jede Fol-
ge, die beziiglich der Norm |||, konvergiert, auch beziglich |||, konvergiert und
umgekehrt.

Satz 1.2.5. In einem endlichdimensionalen K- Vektorraum X sind alle Normen
aquivalent. Insbesondere existieren fir je zwei Normen ||-||, und |||, Konstanten
c1,co > 0 mat

cillzlly < [|lzfla < caflzlls

fiir alle x € X.

Beweis. Sei (X, ||-||) ein endlichdimensionaler, normierter Raum sowie 0.B.d.A. X # {0}.
Dann existiert ein n € N\ {0} und eine Vektorraumbasis {e; |i =1,...,n}, e; € X. Fir
x € X gilt dann:

n
T = Zakek mit a5 € K.
k=1

Definiere ||z]|o := maxj<k<,|ag|. Dann ist ||-||o eine Norm auf X. Auflerdem gilt fiir alle
r e X:

n n
nw§§ymwwg(zwm)mm
k=1 k=1

—_———
=:co>0

Wir zeigen nun die Existenz eines ¢; > 0 mit ¢ ||zl < ||z] und nehmen an, dass ein
solches ¢; nicht existiert. Dann gilt fir alle n € N, dass ein

n
tn= Y oraer it [zall < 2ol
k=1 n
existiert. Sei 0.B.d.A ||,]|0 = 1. (Anderenfalls kénnen wir x,, durch ||z, ||« dividieren.)
Damit existiert ein ko € N sowie eine Teilfolge (x,,)reny mit |ag, »,| = 1 sowie ag,, < 1
fur alle k € {1,...,n} und limy_ axn, = ax fur alle & € {1,...,n}. Damit gilt =
>opeq ager # 0, wenn ||ag, »,|| = 1, aber

1
HZTH < H:lj' - xne” + H%lg” < CQ”Q? — :EWHOO —+ n—g — 0

womit wir einen Widerspruch erhalten. Fir zwei beliebige Normen erhédlt man die
Aquivalenz via Vergleich mit der ||-||co-Norm. O
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Korollar 1.2.6. Jeder endlichdimensionale, normierte Raum ist ein Banachraum.

Beweis. Aufgrund der Vollstindigkeit von R ist (X, |||« ) vollsténdig. Daher und aufgrund
der Aquivalenz der Normen ist (X, [|-]|) fir alle ||-|] vollstandig. O

Satz 1.2.7. Alle normierten Riume aus Beispiel 4 aufler C"(Q,K), m > 0, sind
vollstindig.

Beweis. Wir werden den Beweis nicht fiir alle angegebenen Raume durchfithren. Die Ideen
sind meistens sehr dhnlich und ein Teil der Beweise wird in den Ubungen besprochen.
Wir zeigen nun, dass (C°(K,K), ||-|[co) vollstiandig ist. Dazu sei (f,)nen eine Cauchy-
Folge in (C°(K,K), ||-]|co). Damit gilt nach Definition der C°-Norm fiir jedes = € K die
Abschétzung

[fa(@) = fn(@)] < |l f = Frnlloo == 0.

Nun ist K vollstiandig, es existiert also ein Grenzwert f(z) = lim,, o fn(z). Wir zeigen
nun, dass (f,)nen auch beziiglich der C°-Norm gegen f konvergiert. Da (f,)nen €ine
Cauchy-Folge in C°(K,K) ist, gilt:

g
Ve>03n5€an2n€vm€K : ’fn(x) - f(ZL’)l S 5 < g,

also insbesondere || f,, — f|lco < e. Also konvergiert (f,)nen gleichméBig gegen f. Da der
gleichméflige Grenzwert stetiger Funktionen wieder stetig ist, folgt die Vollstandigkeit
von (CO(K,K), [[-[|col))-

Abschlielend skizzieren wir noch, wieso die C!"-Rédume nicht vollstandig sind. Wir
betrachten eine Folge von Funktionen (f,)nen C CI'(€2,K), deren Trager fiir n — oo
immer ndher an den Rand von () heranriicken oder gegen oo streben. Die Grenzfunktion
hat dann nicht mehr einen in €2 kompakten Tréger. O

Satz 1.2.8. Die Riume ((?]-||,) fir 1 < p < oo sind vollstindig also Banachrdume.
Fiir p = 2 handelt es sich auch um einen Hilbertraum.

Beweis. Sei (x,,)nen eine Cauchy-Folge in /P mit z,, := (2, )ren. Dann gilt

vs>OE|nEEan,m2nE . Hxn - xm”?p = Z|xn,k - xm,k|p < gp_
keN

Damit gilt aber auch
v5>03n5€an,m2n5 : ’$n,k - mm,k’ <e
und so ist (2, )nen eine Cauchy-Folge in K. Da K aber vollstandig ist, existieren xy :=
limy, 00 Tn e € K. Sei nun = := (zy)gen. Dann gilt wegen der obigen Abschétzung
J
vs>OE|nEEan,m2nE Z’xn,k - xm,k’p < Ep

k=0

fir alle 5 € N. Der Grenziibergang n — oo liefert dann lim,,_.., z,, = x beziiglich der
¢/P-Norm und x € (7. O

Satz 1.2.9. Der Raum (C°([0,1)),||-]) mit ||f] := (fol|f(x)|pdx)5 ist nicht
vollstindig.
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Beweis. Wir betrachten den Fall p = 2 und definieren

T >

=
8
~—r
I
——
8 3
| Q
Q
8
|
S=3=

mit 0 < a < % Diese Folge ist eine Cauchy-Folge, die aber nicht konvergiert, da die
Grenzfunktion in # = 0 nicht stetig ist. m

Satz 1.2.10 (Monotone Konvergenz, Beppo Levi). Sei D eine A-messbare Menge
und seien f,: D — Ry U {oo}, n € N messbare Funktionen, die fiir n — oo
monoton gegen eine Grenzfunktion f konvergieren. Dann ist auch f A-messbar und

es gilt
/fdA: lim/fndA.
D n—oo Jp

Satz 1.2.11 (Majorisierte Konvergenz, Lebesgue). Sei D eine A-messbare Men-
ge und seien f,: D — RY U {oo}, n € N messbare Funktionen. Emistiert
lim,, o fu(x) = f(x) fast berall und existiert eine A-integrierbare Funktion g
mit | fn| < g fir alle n € N. Dann ist f A\-messbar und es gilt

X = 1i /nd)\,
J,Far=lim [ f

sowie

lim /D|f—fn|d/\:0.

n—00

Lemma 1.2.12. Sei (X, ||]|) ein normierter Raum. Dann sind dquivalent:
(i) (X,]||-||) ist ein Banachraum.

(ii) Jede absolut-konvergente Reihe Y22, a; ist auch konvergent, d.h. lim, ., > a;
existiert in X.

Satz 1.2.13. Die Raume (LP(Q2), ||-||») mit 1 < p < oo sind Banachrdiume. Ferner
ist (L2(Q), |||lz2) ein Hilbertraum.

Beweis. Sei (fn)nen eine Folge in LP(Q) mit ¢ := >0° || fuller < co. Dann konvergiert

Gm = | fnl monoton gegen g := >°°,|f.|. Nach Satz 1.2.10 konvergiert ||gm||r»
monoton gegen ([o|g[? d)\)%. Wegen ||gmllr < Sm || faller < ¢ < oo fiir alle m € N, folgt
llgllzr < oo. Also ist g € LP(2) und auBerdem ist Yo% | f.(z)| < oo A-fast-iiberall. Damit
konvergiert h,, := >, f, A-fast-tiberall punktweise gegen eine A-messbare Funktion h.
Ferner gilt |h,,| < g, < g fur g € LP(Q2). Damit folgt nach Satz 1.2.11 h € LP(£2) und
limy, 00 >omty fn = h beziiglich der LP-Norm. Mit Lemma 1.2.12 folgt die Vollstandigkeit
von LP(Q). O

Beispiel 10. (C°(92),d) mit
[F=

i(f.q) = 3 o0 N gl
DB TET Edln

ist ein Fréchetraum.
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Bemerkung 5. Wir erhalten eine erweiterte Hierarchie von Strukturen:

Hilbertraum > Skalarproduktraum
'3 '3

Banachraum > normierter Raum
Vv '

Fréchetraum > metrischer Raum

Die Umkehrungen gelten dabei im Allgemeinen nicht.

Satz 1.2.14. Jeder normierte Raum (X, ||-||x) ist isometrisch isomorph zu einem
normierten Raum (X, ||-||«). Es existiert also eine Abbildung T: X — X, die
ein Isomorphismus und eine Isometrie ist, wobei der Raum (X, ||-||«) ein dichter
Teilraum eines Banachraums (X, |-||5) ist und bis auf isometrische Isomorphie
etndeutig ist.

(X, ||| ) heift Vervollstandigung von (X, ||-||x)-

Beweis siehe [1].

Satz 1.2.15. C*(Q) ist dicht in (LP(Q), ||-||r») fiir m € NoU{oo} und 1 < p < oo.
Damit kann (LP(Q), ||-||zr) mit der Vervollstindigung von CI*(QY) beziglich der
|||Le -Norm identifiziert werden.

Satz 1.2.16 (Fixpunktsatz von Banach). Sei (X, d) ein vollstandiger metrischer
Raum, sowie F': X — X eine Kontraktion, d.h. es existiert ein A € (0,1) mit

Vayex  d(F(x), F(y)) < Md(z,y) < d(z,y).

*

Dann besitzt F' einen eindeutigen Fixpunkt x*, d.h. es gilt F(z*) = x*.

Kompaktheit

Satz 1.2.17. Sei (X,d) ein metrischer Raum und K C X. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

(i) K ist folgenkompakt, d.h. jede Folge in K besitzt eine konvergente Teilfolge,
deren Grenzwert in K liegt.

(7i) K ist kompakt, d.h. jede Uberdeckung von K durch offene Mengen aus X
besitzt eine endliche Teiliberdeckung. Existiert also K C U;e; O; mit O; C X

offen, sowie I beliebige Indexmenge, existieren auch endlich viele iy, ..., 1, € 1

(1i7) (K,d) ist vollstandig und K ist prakompakt, d.h. fir alle e > 0 existiert eine
endliche Teilmenge H C X mit K C U,cn B:(x).

Beweis siche [1].

18



Satz 1.2.18. Jede kompakte Teilmenge eines metrischen Raums ist beschrinkt und
abgeschlossen.

Lemma 1.2.19 (Riesz). Sei (X, ||]|) ein normierter Raum und Y C X ein abgeschlosse-
ner Unterraum. Dann gilt:

v0<T<lzlocr€X\Y (|l = 1) A (d(2y, YY) = ;E}f/HI —yll >r)

Beweis. Sei z € X \'Y. Da Y abgeschlossen ist, ist d(z,Y) > 0. Nun sei 0 < r < 1 fest.

Dann existiert ein z € Y mit ||z — z|| < 1d(z,Y). Definiere z, := Too- Dann ist |z ]| =1
und ] ]
d(z,,Y) = dlx —2,Y) = d(z,Y) >,
(Bl [ — 2|
was die Behauptung beweist. O

Satz 1.2.20. Sei (X, ||-||) ein normierter Raum. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent:

(i) Jede beschrinkte und abgeschlossene Teilmenge von X ist kompakt in X.

(i) X ist ein endlichdimensionaler Vektorraum.

(iii) B1(0) ist kompakt in X.
Beweis. Wir zeigen drei Implikationen und beweisen die Behauptung so via Ringschluss.

o (i) = (i):

Sei A C X beschriankt und abgeschlossen. Ferner sei eq, . . ., e, eine Basis von X und
(Tm)men € A mit x,, = Z;L:l am, je;. Dann existieren wegen der Norméquivalenz
Konstanten ¢, c; € R mit ¢1|z]o < [|2]] < col7oo filr alle v = 3%, aje; € X
mit ||2]| = maxi<j<,|a;|. Nach dem Satz von Bolzano-Weierstraf existiert eine
Teilfolge (2, )ken 80 dass (am, ;)ken fiir jedes 1 < j < n eine konvergente Folge
ist. Daraus folgt, dass (2, )ken in (X, ||*||) konvergiert. Daraus folgt nun, dass
(T, Jken in (X, ||-]|) konvergiert.

e (i) = (iii):
trivial.

o (iii) = (ii):

Wir nehmen an, dass dim(X) = oo gilt. Dann existieren Unterrdume X; C X5 C . ..
mit dim(X,,) = n fir jedes n € N. Da jeder dieser Unterraume endlich dimensional
ist, ist (X, ||-||) vollsténdig und so ist X,, abgeschlossen in (X, ||-||) fir alle n € N.
Nach dem Lemma von Riesz in 1.2.19 existieren nun x,, € X, 11 \ X, mit ||z, || =1
und d(z,, X,,) > 1 fiir alle n € N. Damit ist insbesondere ||z, — @,,|| > 1 fiir alle
n > m und so hat (z,),en keine konvergente Teilfolge, was im Widerspruch zur
Kompaktheit von Bj(0) steht.

]

Satz 1.2.21. Sei (X, d) ein metrischer Raum und O # K C X kompakt. Dann gibt
es zu jedem Punkt y € X einen Punkt xq € K, der von y den kleinsten Abstand
hat. Der Punkt xq heifft dann beste Approximation oder bestapproximierendes
Element von y in K.
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Beweis. Wegen der Nichtnegativitit von d ist die Menge {d(y,z) |z € K} nach unten
beschrankt. Daher existiert p := inf{d(y,z) |z € K}. Also gilt

1
vnENEIJ:nGK Ny S d(y, xn) < 1% + E

nach Definition des Infimums. Damit ist lim,, o d(y, z,) = p. Wegen Kompaktheit von
K, besitzt die Folge (z,,)nen eine Teilfolge (2, )keny mit limy o0 2, = o fir ein xy € K.
Damit erhalten wir fiir alle £ € N die Ungleichungen

M S d(y? JZO) S d(y7x'flk) + d(l’nka :L‘O)

und daher
w<d(y,xo) < lim d(y,z,,) + lim d(x,,,zo) = p+0.
k—oo k—o0

Folglich muss d(y, zo) = p sein. O

Bemerkung 6. In nicht kompakten Mengen gibt es im Allgemeinen kein bestapproxi-
mierendes Element. Beispielsweise fiir y = —1 in

1 1
M, =(0,1] oder My= |J {, ] :
neNV{0} 2n 2n —1
Satz 1.2.22 (Arzela, Ascoli). Sei (K,d) ein kompakter, metrischer Raum sowie
A C C°%K,K). Dann sind die beiden folgenden Aussagen dquivalent:

(i) A ist relativ kompakt in C°(K,K), d.h. A ist kompakt in C°(K,K).

(i) A ist beschrdnkt (d.h. ¢ := suppc4l/fllco < 00) und gleichgradig stetig.
Letzteres bedeutet, dass fiir alle v € K und alle € > 0 ein 6(x) > 0 existiert,
so dass fiir alle f € A und alle y € By (x) die Ungleichung | f(x) — f(y)| < e
gilt.

Beweis.

o (i) = (ii):
Sei A relativ kompakt in C°(K,K). Dann ist A beschrénkt, da A als kompakte
Menge beschriankt ist und A C A gilt. Wir zeigen nun die gleichgradige Stetigkeit.
Sei # € K und € > 0 beliebig gewahlt. Dann lisst sich aus einer Uberdeckung
von A als kompakte Menge eine endliche Teiliiberdeckung auswéhlen, es gilt also
insbesondere

k=1
fir gewisse fi1,...,f, € A. Wéhle nun § > 0 so, dass fiir alle y € Bs(x) gilt:
max;<g<n|fr(z) — fe(y)] < e. Seinun f € Aund y € Bs(z). Dann folgt die Existenz
eines k € {1,...,n} mit f € B.(fx) und so folgt

Vyens() © [ (2) = F)| < |f(2) = fi(@)] + [fal@) + ()] + [fi(y) = F(y)] < 3¢

und damit die gleichgradige Stetigkeit.
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o (ii) = (i):
Sei € > 0, wegen der nachfolgenden Bemerkung 7 existiert ein 6 > 0 mit

k m
351 77777 gkeKaxl ..... zm€K * BC<O) g U B€<£g) Q K und K g U Bg(.ﬁ[f@)
=1 (=1

fiir ¢ := supc 4/ f||co. Nun definiere fiir jede Abbildung o: {1,...,m} — {1,...,k}
die Menge
A ={f € AViceam = [[(20) = &on] <€}

und wéhle Funktionen f, € A,, falls A, # ). Sei f € A. Dann existiert ein o mit
f € A, und fiir alle x € K existiert ein £ mit x € Bs(xy) mit

|f(2) = fo(x)| < |f(z)—f(@o) |+ f(20) =Eoro)| o) = fo(zo) || fo(we) — fo(x)| < 4e

wegen gleichgradiger Stetigkeit bzw. f € A, und f, € A,. Damit ist A C U, By (f,)
und es folgt nach Satz 1.2.17 die Kompaktheit von A und damit die relative
Kompaktheit von A.

]

Bemerkung 7. Da K kompakt ist, gilt C°(K,K) = C, (K, K), wodurch §(x) unabhdngig

von = gewdhlt werden kann. Sei dazue > 0 zux € K und wdhle §(x) wie in Satz 1.2.21(7i).

Wegen Kompaktheit von K, existieren xy,...,x, € K mit K CU}_, Bsy (xx) mit 6(xy)
2

wie in Satz 1.2.21 (ii). Definiere nun ¢ := minj<g<, 5(§k), dann gilt wegen Fxistenz eines
k mit x € Bowy (Tr) und y € By, (wr) auch
2

Vyens() © | (2) = F)| < |f(2) = flao)l + [ (e) + fly)] < 2e

Beispiel 11. Sei A = B1(0) in (CY([-1,1]), [||lc1). Wegen ||fllco < ||fller < 1 ist A
beschrdankt, sowie via

Vieat|f(@) = f)l < sup [f(O] -]z —y| < |z -yl

gel-1,1]

auch gleichgradig stetig. Damit ist A relativ kompakt in (C°([—1,1]), [|||co)-

Satz 1.2.23 (Fréchet, Kolmogorov, Riesz). Sei 1l < p < oco. Dann ist A C LP(R™, K)
genau dann relativ kompakt, wenn die folgenden drei Eigenschaften erfillt sind:

(i) supseallfllze st endlich.
(i) Fiir ein h € R", |h| — 0 gilt supse |l f(- +R) — f(-)||lr — 0.
(i) Es gilt sup e all fllzr@m\Br(o)) — 0 fiir R — oo.

Beweis siehe [1].
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1.3. Lineare Abbildungen in normierten Raumen

Satz 1.3.1. Seien (E,||-||g), (F,||||r) normierte Riume und sei T: E — F eine
lineare Abbildung. Dann sind folgende Eigenschaften dquivalent:

(i) T ist stetig fiir alle z € E.
(11) T ist stetig in 0.
n—oo n—0o0

(7ii) Fir eine Folge (x,)nen € E mit x,, —— 0 folgt Tx,, —— 0.

(iv) Es existiert ein o > 0 mit TBg C aBp. Dabei ist Bg :={z € F||z| < 1}
und aBp = {y € F||y| < a}.

(v) T ist beschréankt, d.h., es existiert ein > 0 mit | Tz||r < p||x||g fir alle
z€FE.

Beweis. Die Implikationen (i) = (ii) = (iii) ergeben sich direkt aus der Definition der
Stetigkeit, da fiir jede lineare Abbildung 7(0) = 0 gilt.

e (iii) = (v):
Wir nehmen an, dass (v) nicht gilt. Dann folgt

vneNaxneE : ||Txn|| >Mn- ||xn||E7

da keine feste Schranke existiert. Wir definieren nun y,, := ”Ti#

und erhalten
1Tyullr =1>n- ||ly.lle

und so ||y, || g < % fiir alle n € N. Damit folgt lim, o ¥, = 0 aber es gilt || Ty, ||r = 1
fir alle n € N, womit wir einen Widerspruch zu (iii) erhalten.

o (v) = (iv):
Wihle o = 8.

e (iv) = (i):
Sei x € E, ¢ > 0 sowie § := 5, dann gilt:

T(x+6Bg) =Tz + 0T By C T + 6aBr C Tz + %BF.

Definition 1.3.1 (Dualraum). Sei E ein K-Vektorraum und (E, ||-||g) ein nor-

mierter Raum. Dann heifst E' :== {T: E — K|T linear und stetig} der Dualraum
von I

Beispiel 12.

a) Sei E = (R", ||]]2), F = (R™,||-|l2) fir n,m € N. Dann sind alle linearen Abbildun-
gen T': E — I stetig und kénnen durch Matrizen dargestellt werden. Dasselbe gilt
auch fiir alle anderen Normen, wegen der Aquivalenz von Normen.
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b) Sei E = (C%[a,b]), ||||co) sowie T: E — R definiert durch
b
Tf:/ f(s)ds, (—oo0<a<b< 0).

Die Abbildung T ist stetig, linear und damit im Dualraum E' enthalten. Auflerdem
ist V: B — F definiert durch

V() = /atf(s) ds  firt € [a,b)

linear und stetig, denn es gilt ||V fllco < (b—a) - ||f||co. Ferner ist V stetig als
Abbildung von (C°([a,b]), |||lco) nach (C*([a,b]),||-[|c1)-

Definition 1.3.2 (Raum der stetigen linearen Operatoren). Seien E und F' nor-
mierte Raume. Wir definieren

Lin(E,F) :={T: E — F|T ist linear und stetig}

und bezeichnen diese Menge als den Raum der stetigen linearen Operatoren.

Satz 1.3.2. Sei T € Lin(E, F), sowie

Tx F
I i= sup [Talle = sup [Tl = sup [Tl = sup L]
z€BS, b ||lz]|e
2#0
Dann ist ||-]| eine Norm auf Lin(E,F), die sogenannte Operatornorm. Ist F
vollstindig, dann ist auch (Lin(E, F), ||-||) vollstindig. Insbesondere ist der Dual-

raum E' vollstandig.

Beweis. Lin(E, F) ist ein Vektorraum vermoge (S + 1)z := Sz + Tx und (aS)z := aSx.
Wir weisen nun zunéchst die Normeigenschaften fiir ||-|| nach.

(i) Es gilt
IT| =0 Veep: T =0T =0,
sowie

Veer  [[Tz]| 2 0= ||IT] = 0.

(ii) Die Homogenitét ||oT|| = |«|||T|| folgt direkt aus der Definition von ||T’|| und der
entsprechenden Eigenschaft von || 7| p.

(iii) Die Dreiecksungleichung folgt via
1(S+ T)zllr < ||Szl|p + | Tz||F
< IS~ lzlle + |17 - |zl
= IS+ 171 - Nl s
= (ST +171) - e

fur alle x € E. Damit gilt diese Ungleichung auch fiir das Supremum und wir

erhalten
|S+T| < ||S]| + |7

wie gewiinscht.
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Sei nun F' vollstédndig und (7,,),en eine Cauchy-Folge in Lin(F, F), dann gilt fir alle
x € E die Ungleichung

[T = Tollp < || T — Toll - |zl 2

m,n— 00

0.

Also ist auch fir jedes x € E die Folge (7,2),en eine Cauchy-Folge in F'. Da F' vollstandig
ist, existiert Tx = lim,,_,oo Tz fiir x € E. Wir definieren

T:E—F x— Tx:= lim T,x.

n—oo

Diese Abbildung ist linear (folgt aus den Grenzwertsatzen) und fiir 3,,, = sup,,>,, || 10— 1o ||
gilt
ITe — Tl = lim | Toz — Tl < B - o]l
Somit ist T'— T}, und T'="T — T,,, + T}, beschrankt, deshalb stetig und es gilt
|IT = Tl < B == 0.

Beispiel 13. Sei vy € C°([0,1] x [0,1]). Dann ist

Tofe TS it T = [ (i) dy

eine stetige, lineare Abbildung und es gilt

1
|T']] = sup ; 1Y (z,y)| dy.

z€[0,1]

Lemma 1.3.3. Seien E,F,G normierte Raume und B € Lin(E,F), A € Lin(F,G),
dann gilt:

(i) Ao B € Lin(E,G) und |AoB| <|A||Bl.

(i) Die Abbildungen M, : Lin(E,F) — Lin(E,G), T — Ao T und M,: Lin(F,G) —
Lin(E,G),S — S o B sind linear und stetig. Ferner gilt

M| < [[A]l und  [[M]| < [|B]].

Satz 1.3.4. Sei E ein Banachraum und T € Lin(E, E) mit limsup,_, |7 < 1
(zum Beispiel, falls ||T'|| < 1 ist). Dann ist Id — T bijektiv und es gilt

(Id—T) ' = i T" € Lin(E, E)

n=0

und die Reihe konvergiert beziiglich der Operatornorm. Die Reihe > 07 (T heifit
Neumannsche Reihe und verallgemeinert die geometrische Reihe.

Beweis. Nach Voraussetzung existiert ein m € N sowie ein 6 < 1 so, dass fiir alle n > m die
Ungleichung ||7™||™ < 6™ erfiillt ist. Aufgrund des Konvergenzverhaltens der geometrischen
Reihe ist die Reihe >°0° ||7™]| konvergent, also Y0 ,T™ absolut konvergent. Da £ und
so auch Lin(E, F) vollstandig sind, ist >0° 7™ ebenfalls konvergent in Lin(E, E). Unter
Ausnutzung von Lemma 1.3.3 erhalten wir

- m __ 1 - . mn __ 1: _ mm+1y
(Id=7)> 7" = lim (Id=T) Y 7" = lim (Id — 7"*") = Id.

n=0 n=0

Analog lésst sich (30, 7™) (Id — T') = Id zeigen. O
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Satz 1.3.5.

a) Sei E = (R",||'||w), A € Lin(E, E) beschrieben durch die n x n-Matrix
A = (a;j)ij=1,..n- Dann kann die zugehorige Operatornorm berechnet werden

n
[A]l = max > -
- =1l

..... n “
j
Die Operatornorm heifit dann auch Zeilensummennorm |[|A||s.

b) Sei E = (R",||-|[1) mit A € Lin(E, E). Dann kann die zugehdrige Operator-
norm berechnet werden durch

.....

Die Operatornorm heifit dann auch Spaltensummennorm ||A||;.

c) Sei E = (R™,||-|l2), A € Lin(E, E), Dann sei die zugehiorige Operatornorm
gleich der Wurzel aus dem grofiten Eigenwert der Matriz A'A. Die Operator-
norm heifft dann auch Spektralnorm ||Al5.

1.4. Differentation und Integration in Banachraumen

Definition 1.4.1. Seien (X, |-[|x), (Y,|]y) Banachriume, U C X offen und
F: X —Y eine Abbildung.

a) F heiffit Gateaux-differenzierbar, wenn die sogenannte Gateaux-Ableitung
DF(x)[v] von F an der Stelle x in Richtung v € X, welche definiert ist durch

DF(x)[v] := lim Bl b)) = )

h—oo h

wobei h € R fiir alle v € X existiert.

b) F heifit Fréchet-differenzierbar in x € U, wenn eine stetige, lineare Abbildung
JF(z): X =Y euistiert, so dass

L IF @+ ) = F(z) = IF@)Rly
s [hllx

=0

gilt, wobei h € X ist.

Bemerkung 8.

a) Die Gateauz-Ableitung ist die Verallgemeinerung der Richtungsableitung aus der re-
ellen Differentialrechnung. Die Fréchet-Differenzierbarkeit ist die Verallgemeinerung

der totalen Differenzierbarkeit aus der reellen Differentialrechnung.

b) Sei X = R, dann gilt JF(xz) = DF(x)[1], d.h. JF(x)[v] = vDF(x)[1] fur alle

v e R.

Bemerkung 9. Mit Hilfe der Begriffe der Gateaux-Differenzierbarkeit und der Fréchet-
Differenzierbarkeit lassen sich zentrale Sdtze aus der reellen Differentialrechnung, z.B. der
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Satz von Taylor, der Satz iiber die implizite Funktion oder die Sdtze tiber Extremstellen
(mit und ohne Nebenbedingungen) auf den Fall von Banachrdaumen verallgemeinern.

Definition 1.4.2. Seia,b € R, (X, ||-||x) ein Banachraum und f: [a,b] — X eine
Abbildunyg.

a) Sei P = {xg,...,x,} mita = xg < 7 < -+ < x, = b eine Zerlequng
des Intervalls [a,b] und & = (&1,...,&,) mit & € [xp_1,x]. Dann heifit
S(f, P, &) =Y p_q(xr — vx—1) f(&) Riemannsumme von f zur Partition P.

b) Die Abbildung f heifst Riemann-integrierbar, wenn der Grenzwert
lim,, o S(f, P(n),&(n)) fir alle Folgen (P(n),{(n))nen von Partitionen
P(n) und n-Tupeln £(n), n € N fir die lim,_,|P(n)] = 0 gilt, wobei
|P| := max{xy —xx_1|1 < k < n} die Feinheit der Partition ist, existiert.
In diesem Fall nennt man

[ f@az = 1 5P

das Riemann-Integral tiber f von a bis b.

Bemerkung 10. Mit Hilfe dieses Integralbegriffs, lassen sich zentrale Sdtze aus der
reellen Integralrechnung auf den Fall von Banachrdumen verallgemeinern. Zum Beispiel
erhdlt man den folgenden Satz:

Seia,b € K und (X, ||-||x) ein Banachraum. Dann ist jede stetige Funktion f: [a,b] — X
Riemann-integrierbar.

Ferner ldsst sich mit Hilfe dieses Integralbegriffs der lokale Existenz- und Findeutigkeitssatz
von Picard-Lindeldf auf den Fall von gewdhnlichen Differentialgleichungen mit Werten in
Banachriumen verallgemeinern.
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2. Hilbertraumtheorie

2.1. Orthogonale Projektionen

Satz 2.1.1. Sei H ein Hilbertraum und A C H abgeschlossen, nichtleer und konvex
(d.h. x,y € A impliziert \x + (1 — N)y € A fir alle A € [0,1]). Dann existiert zu
jedem xy € H genau ein yo € A mit ||xg — yol| = infyeal|zo — yl|-

Beweis. Wegen der Nichtnegativitat der Norm ist d = inf,c4||zo — y|| € R. Nach Defi-
nition des Infimums existiert eine Folge (y,)nen € A mit lim,, o ||xo — yn|| = d. Wegen
der Konvexitit von A ist wegen yp,, y, € A auch (y,, + y,) € A und nach der Parallelo-
grammgleichung gilt

1
A + ||Ym — yul” < 4|20 — 5 (Um + Y) 1> + |ym — vall”
= 2|20 — yml> + 2/|lz0 — yull*,

wobei die rechte Seite fiir n, m — oo gegen 4d?* konvergiert. Also konvergiert |4, — yn||*
fiir n,m — oo gegen Null und (y,)nen ist Cauchy-Folge. Wegen Vollstandigkeit von H
existiert ein yo = lim, o, ¥, und wegen Abgeschlossenheit von A gilt wegen ¥, € A auch
yo € A. Wegen Stetigkeit der Norm erhalten wir dann ||zg — yo|| = limy, 00 ||z0 — ynl| = d
und so ist gy bestapproximierend.

Fiir die Eindeutigkeit sei y; € A mit ||zg — y1|| = d. Wegen Konvexitét von A ist auch
%(?Jo + y1) € A und mit der Parallelogrammgleichung erhalten wir analog

1
Ad® + [lyo — w|* < 4|0 — 5(?40 +y)ll? + llyo — v ll?
= 2[|lzo — yol* + 2||zo — w1 [
= 4d*
und so folgt ||yo — v1]| = 0 und damit y; = yp. ]

Satz 2.1.2. Sei M ein Untervektorraum eines Hilbertraums H. Dann ist yo € M
genau dann bestapproximierend an ein Element xo € H, wenn (xg — yo,y) = 0 fir
alley € M gilt. yo heifit dann orthogonale Projektion von xg auf M.

Beweis. Sei yg € M bestapproximierend an xg € H. Dann gilt fiir alle y € M und alle
a € K, dass yo + ay € M ist und
o = oll* < llzo = yo — ayll* = llzo — yoll* — 2(Re (aly, 20 — o)) + laf* - ly*
und daher
0 < —2(Re (afy, 70 — y0))) + laf* - [ly|

gilt. Sei @« = ¢ > 0. Nach Division durch ¢ und Grenziibergang ¢ — 0 erhélt man
Re ((y, 2o — 30)) < 0. Analog erhélt man mit & = ie, e > 0 und € — 0, dass Im ({y, xo — vo))
< 0 ist. Damit y € M auch —y € M ist, folgt (y, zo —yo) > 0 und somit (y,zo —yo) = 0.
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Sei umgekehrt (xg—yo,y) = 0 fur alle y € M und ein yy € M, wobei ohne Einschrankung
xg & M gilt. Dann erhalten wir fiir alle 3/ € M:

0 < [lzo — yol”
= (70 — Yo, To — Yo)
= (x0 — Yo, o — Yo — ¥ +¥)
= (20 — 0,0 — ¥') + (2o — ¥0, ¥ — Yo)
= (20 — Yo, 0 — ')

wegen y' — yo € M. Also ist

w0 — ol = [{(zo — vo, 20 — ¥')| < llzo — wollllzo — ¥/

und so insbesondere ||zg — yo|| <||zo — /|| fiir alle y’ € M. Also ist yo bestapproximierend
an xg. ]

Theorem 2.1.3 (Projektionssatz). Sei M ein abgeschlossener Unterraum eines
Hilbertraums H. Dann existieren zu vy € H genau zwei Punkte yo € M und
Yy € M+ = {y € H|Vpen (y,x) = 0}, so dass xg = yo + y1 gilt. Das bedeutet
H = M ® M* ist die direkte Summe von M und M*.

Beweis. Sei zunachst xy € M. Wéahlen wir yg = xo und y; = 0, ist die Aussage bereits
gezeigt. Sei nun xo ¢ M. Nach Satz 2.1.1 existiert ein bestapproximierendes Element
Yo € M. Setzt man y; = o — ¥o, so gilt nach Satz 2.1.2, dass y; € M=+ und offensichtlich
o = Yo + 1 ist. AuBerdem sind gy, und y; eindeutig bestimmt. Denn sei g = yg + y1 =
Yo+ 9, mit y) € M und y; € M+ und daher M > yo — yh = v} — y1 € M*+. Wegen
M N M+ = {0} folgt yo —yp =11 —y; = 0. [

Korollar 2.1.4. Zu jedem abgeschlossenen Unterraum M eines Hilbertraums H mit
M # H, existiert ein zo € H mit z9 # 0 und zo L M.

Beweis. Sei zg € H\ M # (), dann existieren nach Theorem 2.1.3 yo € M, 29 € M+ mit
To = Yo + 20. Wegen xq # yo folgt 2o # 0. m

Definition 2.1.1. Sei I # () beliebige Indexmenge und (E, (-,-)) ein Skalarprodukt-
raum. Eine Familie (€;)icr, €; € E heiffit Orthonormalsystem (kurz: ONS), falls
fur allei,j €1

1, i=j

(e:, €5) g me J {O, oy

qgilt.

Lemma 2.1.5. Sei (€;);e; ein endliches Orthonormalsystem in E. Dann liefert die
Zuordnung Pr: x — Y1z, e;)e; die orthogonale Projektion von x auf Ey := span{e; |1 €
I} und es gilt fir alle x € E die Identitat

l[1* = >_ Iz, e0)* + [l= = Pr()]|*.

iel

Auferdem sind die (e;)ic; linear unabhdangig.
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Beweisidee. Man zeigt x — Pr(z) L span{e; |i € I} mit Hilfe des Skalarprodukts und
erhélt so, dass P; die orthogonale Projektion ist. Die obige Identitét folgt aus dem Satz
von Pythagoras. Fiir die lineare Unabhangigkeit betrachtet man

T (S he S aes) = S

iel Jjel el

Z Ai€;

icl

]

Lemma 2.1.6 (Besselsche Ungleichung). Sei (e;);cr ein abzdihlbares Orthonormalsystem
in (E,(-,-)), dann gilt fir alle x € E die Ungleichung

> e < =l

i€l

Beweis. Folgt direkt aus der Identitat in Lemma 2.1.5 und der Nichtnegativitat von
Normen. [l

Bemerkung 11. Man kann die Giiltigkeit der Besselschen Ungleichung auch allgemeiner
fiir beliebige Orthonormalsysteme beweisen.

Satz 2.1.7. Fir jedes Orthonormalsystem (e;)ic; mit I C N in einem Skalarpro-
duktraum (E,(-,-)) sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(1) span{e; |i € I} ist dicht in E.
(2) Fir allex € E gilt © = Y ;c;(x, e;)e;.

(3) Fir alle x € E gilt Gleichheit in der Besselschen Ungleichung, d.h.

I)1* = >_ Iz, e)|*.

i€l
Diese Identitdt ist auch als Parsevalsche Gleichung bekannit.
Ist E zusdtzlich ein Hilbertraum, so sind die obigen drei Aussagen dquivalent zu

(4) Das Orthonormalsystem (e;);er ist maximal, d.h. es gibt keiny € E, y &
{ei, |1 € I}, y # 0 mit (y,e;) =0 fiir allei € I.

Beweis.

e (1) = (3):
Seien z € E und € > 0 gegeben, dann gibt es nach (1) eine endliche Teilmenge
M, C I sowie ein y € Ey, = span{e; |i € My} mit ||z — y|| < e. Ist M mit
My € M C I eine weitere endliche Teilmenge von I, gilt Ejy;, € E)yy. Also folgt mit
|z||? = Sicml{z, ei)|? + ||x — Pyz|)* die Ungleichung

0 < flf* = D[z, e)* = ||z — Pua|* < [lz — y|* <&,
ieM

Mit e — 0 ergibt sich (3).
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e (3)=(2) = (1):
Nach der Gleichung aus Lemma 2.1.5 gilt fiir jede endliche Teilmenge M C I die

Identitat )

= [lzl* = >_[{z, )]’

ieM

T — Z (x,e;)e;

€M

fir alle z € E. Also impliziert (3) die Aussage (2) und da jede Partialsumme von
Sier{z, e;)e; in span{e; |7 € I} liegt, folgt aus (2) auch die Aussage (1).

o (4) = (2):
Sei E ein Hilbertraum. Dann konvergiert fir jedes © € F die Reihe Y ;¢ (x, e;)e;.
Denn sei S, = 31 (z, ¢;)e;. Dann gilt:
n 2 n
m,n— o0
1S, — Smll* = > (w,eie Z [z, es)eql|* = > lze)| ——=0
i=m+1 i=m+1 i=m+1

wegen der Besselschen Ungleichung. Also ist 5, eine Cauchy-Folge und wegen der
Vollstandigkeit von E folgt die Konvergenz der Reihe

> (z,e;)e; =: S, € span{e; |i € I}.

i€l
Damit ergibt sich (S, e;) = 317, €5)(e;, €;) = (@i, €;). Also ist (x— S, e;) = 0 fiir
alle j € I und es folgt x — S, =0, da {e; |7 € I} ein maximales Orthonormalsystem
ist.

e (3)= (4):
Fiir alle 7 € I sei y L e;. Dann folgt ||y]|* = Yicr[{y, e:)]* = 0 und somit y = 0.
Damit ist das Orthonormalsystem {e; |i € I} maximal.

]

Definition 2.1.2. Fine Teilmenge T eines metrischen Raums M heifft separabel,
falls eine endliche oder abzdihlbar unendliche Teilmenge A von M existiert, die
dicht in T ist.

Satz 2.1.8. H ist genau dann ein separabler Hilbertraum, wenn H ein mazimales,
abzdahlbares Orthonormalsystem besitzt.

Beweisstrategie. Um zu zeigen, dass jeder separabler Hilbertraum ein maximales, abzdhlbares
Orthonormalsystem besitzt, konstruiert man dieses mit dem Gram-Schmidtschen Ortho-
normalisierungsverfahrens. Die Riickrichtung folgt aus 2.1.7. ]

Beispiel 14. Sei H, = L*([0,27],R). Dann ist {\/%,gl,hl,gg,h%...} mit gn(x) =
ﬁ cos (nx) und h,(z) = —=sin (nz) fir n € N ein mazimales, abzihlbares Orthonormal-
system. AufSerdem gilt fiir alle f € Hy

flz) = 217r /027T ( ) cos (nt) dt) cos(nzx)

(/ i ) sin (nt) dt) sin(nx),

wobei die Reihen beziiglich der L*-Norm konvergieren. Fiir einen Beweis siche [1].



Sei Hy = L*([0,2x],C). Dann ist {fn(x) = =e""|n € N} ein mazimales, abzihlbares

Orthonormalsystem und es gilt fiir alle f € Hy

o

n=—oo

@) ([ remar) e,

wobei die Reihe ebenfalls beziiglich der L?-Norm konvergiert.

Bemerkung 12. Jede lineare Abbildung ¢: R™ — R ldsst sich durch eine Matrixz L =
(L1|La| ... |Ly) darstellen und es gilt

() = (Lol - 1L - | :< a
L

mit L; € R firie{1,...,n}.

Theorem 2.1.9 (Rieszscher Darstellungssatz). Sei H ein Hilbertraum. Dann
existiert zu jedem { € H' genau ein z € H so, dass folgende Figenschaften erfillt
sind:

1. U(z) = (x, 2) fir allexz € H.

2.l = A
~— ~—
Operatornorm Norm in H

Beweis. Sei zundchst N = H, dann ist £ = 0 und fiir alle z € H gilt {(z) =0 = (x,0).
Sei nun N # H. Wir wihlen nun, wie in Korollar 2.1.4, ein zy € N+ mit 2z, # 0. Dann
gilt a = #(z9) # 0 und = — 42) .0 € N fiir alle z € H, denn

a

€<x—%?%>:a@—¢@&@@:0

a

Wegen z, € N+ folgt fiir alle x € H:

o_<x—%?%ﬂﬁ_4@%yw@ﬂ%w.

a

Daraus folgt fiir 2 = 252, dass (z,2) = %m(z,20) = {(z). Ferner ist 2 eindeutig
bestimmt, denn aus Z € H mit (z,2) = {(z) fir alle x € H, folgt 0 = (x,2) — (z,2) =
(x,z — Z), woraus z = Z folgt. AuBerdem gilt

1l = sup |[(z)] = sup [(z,2)] < sup [|lz[l[]z]] = |||

flz]|=1 llz]|=1 ll=|=1

und
12017 = (2, 2) = £(z) < |[4]l]| ]I,

woraus ||z|| = ||¢]| folgt. O
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Korollar 2.1.10. Sei H ein Hilbertraum tiber K und Ry: H — H' sei definiert durch

Ry Ru(y)(z) = (z,9)

fiir alle x,y € H. Dann ist J fir K = R isometrischer Isomorphismus und fir K = C
ein isometrischer, konjugiert linearer Isomorphismus, d.h., Ry ist eine Isometrie sowie
konjugiert linear. Also gilt insbesondere fiir alle y,y» € H und o € C die Identitdt

Ry (y1 + ayz)(x) = Ru(y1)(z) + @R (y2)(x)
und Ry ist stetig.

Beweis. Die Behauptung folgt aus dem Rieszschen Darstellungssatz und den Eigenschaf-
ten des Skalarprodukts. n

Satz 2.1.11. Sei H ein Hilbertraum, y € H und ¢ € H'. Dann gilt

Voen £(z) = (z,y)

genau dann, wenn

S{0,0) = Re((y)) = min (5{e,2) — Re(t(2)))

zeH

Beweis. Wir fithren den Beweis nur fir K = R. Der Fall K = C verlauft analog. Sei
zunichst ((z) = (x,y) fir alle x € H. Dann existiert fir jedes x € H ein z € H mit
r =1y + 2z und es gilt

(y+2,y+2) — Ly +2)
S{e.2) — ) — £(2)
(y,y) — f(y)+0+;<272>

(Y, y) — L(y).

;L@—am

(y,y) + (2, y) +

(AV2
[\.’)M—‘l\')\b—‘M\b—‘[\D\i—‘

Also ist y das gewiinschte Minimum. Sei nun (y,y) — ¢(y) = mingepy (%(x,aj) - ﬁ(x))
Dann gilt fiir alle z € H und alle h > 0 die Unglelchung

—_

0< 3ty he,y = ha) — (y = he) = (3 () — ()

DN

= o) £ bl ) + e, a) — () F hlx) — 5ly.9) + ()

= +h{zx,y) F hl(x) + ;h2<x, ).

N}

Division durch h und anschliefender Grenziibergang h — 0 liefert 0 < +((x,y) — £(x))
und so ist (z,y) = {(x). O
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Theorem 2.1.12 (Lax-Milgram). Sei H ein Hilbertraum tber K und a: H x H —
K sei sesquilinear. Auflerdem gebe es Konstanten cy, Co mit 0 < ¢ < Cy < 00, S0
dass fiir alle x,y € H die folgenden Eigenschaften erfillt sind:

(i) Stetigkeit von a: |a(x,y)| < Collz| - ||lyl|-
(ii) Koerzivitit von a: Re(a(z,z)) > colx||?.
Dann existiert zu jedem ¢ € H' genau ein z € H mit
1. Firalley € H gilt a(y, z) = £(y).
2. Izl < s Ilell-

AufSerdem existiert genau eine Abbildung A: H — H, mit a(y,x) = (y, Az) fir alle
x,y € H. Des Weiteren ist A linear und stetig sowie invertierbar mit || Al < Cp
und A7 < o

Beweis. Fur jedes x € H ist nach (i) die Abbildung y — a(y,z) € H' mit |ja(-,2)|| <
Collz||. Nach dem Rieszschen Darstellungssatz gibt es daher genau ein Element A(x) € H,
so dass a(y,z) = (y, A(x)) fir alle y € H gilt und es ist

[A@) [ = llaC o) < Coll|-

Da a und das Skalarprodukt konjugiert linear im zweiten Argument sind, folgt die
Linearitat von A und es gilt ||A|| < Cp. AuBerdem erhalten wir

col|z]|* < Re(a(z, 2)) = Re((z, Ax)) < ||z A(z)].

Daraus folgt
collz]l < [|A()]] (%)

fir alle x € H, so dass wir Ker(A) = {0} und somit die Injektivitdt von A erhalten.
Auflerdem folgt, dass der Bildraum von A abgeschlossen ist. Denn fir z,,r € H gilt

m,n—00

. 1

hﬁ\m Alxn) =y = |lzn — zall < —[|A(zn) — A(zn) || 0.
Damit ist (x,,),en eine Cauchy-Folge in H und es existiert wegen Vollstédndigkeit ein z € H
mit lim,, oz, = . Wegen Stetigkeit von A erhalten wir so lim,, ., A(x,) = A(x) € R(A).
Wir mochten nun noch zeigen, dass R(A) = H ist. Wir nehmen dazu an, dass R(A) # H

gilt. Wegen der Abgeschlossenheit von R(A) existiert nach dem Projektionssatz ein
zo € H\ R(A) mit (y,xp) = 0 fiir alle y € R(A). Es folgt

0 = Re(A(x), 70) = Re(wo, A(z0)) = Re(a(zo, z0)) > collxo||* > 0

Es folgt zp = 0 und so erhalten wir einen Widerspruch. Damit ist A surjektiv und so
insgesamt bijektiv. Wegen () erhalten wir auerdem [[A™!|| < é

Sei Ry die Isometrie aus Korollar 2.1.10. Zu gegebenem ¢ € H' ist dann z = A~ R;'¢
die eindeutige Losung von a(y, z) = ¢(y) wobei ||z| < é”f” gilt. O
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2.2. Anwendungen bei elliptischen Randwertproblemen
und Einfiihrung von Sobolevraumen

Sei Q C R" ein beschrinktes Normalgebiet und f € C°(Q). Wir definieren das Energie-
Funktional

E(w) ::/Q;|Vw]2 — fwdx

sowie die Menge A, = CJ(Q) N C*(Q) mit g € C°(9Q) und C(Q) = {w € CH(Q) | w|sn =
g}

Wir suchen ein Minimum von E auf A,. Dieses Minimierungsproblem hat viele physikali-
sche Interpretationen. Beispiele sind eingespannte Membrane, elektrische Potentiale oder
stationdre Temperaturverteilungen.

Satz 2.2.1. Seiu € A;. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(1) E(u) = minyea, E(w).

(2) w erfillt fir alle ¢ € C(Q) die Identitdt

/Q(Vu, V) — fedz =0.

(3) w lost die Poissongleichung —/Au = f in Q mit der (inhomogenen) Dirichlet-
Randbedingung uw = g auf 0S.

Beweis. Sei u € Ag mit E(u) = min,ea, £(w). Dann gilt fiir alle ¢ € C°(€2):

lim ;(E(u + hy) — E(u) = 0.

Setzen wir nun den expliziten Ausdruck von FE ein, erhalten wir fiir alle ¢ € C°(Q):

/S'ZWU, Vo) — fode =0

und somit (2).
Aufgrund der Greenschen Formel
ou

Vuweor @) /Q<Vu, Vw)dz = — /Q(Au) ~wdr + oY

wobei % die Ableitung von u in Richtung des d&ufleren Einheitsnormalenvektors und do
das Oberflichenmaf ist, ist (2) dquivalent zu

do,

/(—Au — fledz =0

0

fir alle ¢ € C2°(2) und mit dem Fundamentallemma der Variationsrechnung
(f € CO(Q) AV € C2(Q) : /Qfgpd:B:O) s f=0

folgt die Aquivalenz von (2) und (3).
Sei nun (3) erfiillt und w € A, beliebig. Dann gilt nach der Greenschen Formel und wegen
U)o = w|sq die Identitét

/Q(VU,V(U —w)) — f(u—w)dx =0.
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Dies impliziert
/]Vu]Z — fudz :/<Vu, Vw) — fwdzx
Q Q

1 1
7/|Vu|2da:+—/|Vw|2dm—/ fwdx.
2 Ja 2 Ja Q

IN

Daraus folgt nun .
1
/ —|Vul? = fudz < / ~|Vw]? — fwdz
Q2 Q2
und, da w € A, beliebig war, auch (1). O

Bemerkung 13. Notwendige Bedingung fir die Existenz einer Losung uw von (3) in Satz
2.2.1 ist die Existenz einer Funktion u, € C?(2) N C°(Q) mit uyloq = g (das ist unter
geeigneten Voraussetzungen an die Reqularitat von g und 02 mdéglich). Ezistiert eine
solche Funktion ug, dann ist (3) dquivalent zu

—ANa=f, inQ
=0, auf 092

mit 4 = u — ug und f=f+ Aug. Daher geniigt es, dass wir im folgenden homogene
Dirichlet-Randbedingungen, also g = 0 betrachten.

>

Nun zur Frage der Existenz eines Minimums:

Satz 2.2.2 (Poincaré-Ungleichung). Sei Q@ C R" ein Gebiet, das zwischen zwe
Parallelen, die zueinander den Abstand d haben, liegt. Dann gilt fir alle u € C§(2):

ullz2 < —= IVull 2

d
7

1
72)”-

mit [|[Vu||z2 = (37 [|0z,u

Beweis. Durch eine Bewegung des R”, konnen wir  C R""! x (0,d) erreichen. Hierbei
andern sich die Werte von v und Vu nicht.

Wir betrachten zunichst v € C}(Q2) und setzen u auBerhalb von Q durch 0 fort. Sei
T = (21,...,2,-1,0). Dann gilt u(Z) = 0 und daher fir alle z = (zy,...,x,) € Q die
Ungleichung

u(@)]” = [u(z) — u(z)*
/xn 1.0y, u(zy, ..., xp-1,s)de
0

< (/Oxn 12 ds) . (/Oxn(axnu(xl, T, 8)) d3>

d
< xn/o \Vu(zy,...,20-1,5)|* ds.

2
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Daher folgt
Jull? = [ u(@)l*da

d
2
= | </0 Wy, Ty, Ty) dxn> dzy...dz,_;

1 d
< fdz/ (/ |Vu(x1,...,xn_1,s)|2ds> dz;...dz,_;
2 R7—1 \ Jo

L 2
~ 5d /Q Vul? do
= [ VullZ:
und da C}(Q) beziiglich ||. ||z + || V.. ||z dicht in C}(€) ist, die Behauptung. O

Lemma 2.2.3. E ist auf Ay nach unten beschrinkt.

Beweis. Fiir alle w € Ay gilt zunichst

1
B(w) = 3| Vulds — ()
1 2
> IVwls 1l ol
> Livwlz, - ellwlz. — L1z
-2 4e
- 1
> Clhwlfs — ellwlis = I3,

wobei im vorletzten Schritt ab < ea?+-b% und im letzten Schritt die Poincaré-Ungleichung

fir ein C' > 0 verwendet wurden.Wéhlen wir nun € in Abhéngigkeit von C' hinreichend
klein, ergibt sich

1
Bw) 2 - IIf1:

und so die Behauptung. O

Bemerkung 14. Da E auf Ay nach unten beschrdankt ist, existiert eine Minimalfolge
(Un)nen C Ag. Wegen der Konvezitat von Aq ldsst sich analog zum Beweis von 2.1.1 mit
Hilfe der Parallelogrammgleichung zeigen, dass firi € {1,...,n} die Folgen (O, un)nen
Cauchy-Folgen beziiglich der L*>-Norm sind. Nun ist wegen der Poincaré-Ungleichung
auch (u,)nen eine Cauchy-Folge beziiglich der L*-Norm, beziiglich der Norm ||-||g mit
Wfllzr = | fllz2 + |V 2 sowie beziiglich der in diesem Fall zu |||z dquivalenten Norm
1y mat | Flly = I Flze.

Ay ist allerdings beziiglich dieser Normen nicht vollstindig. Wegen der Vollstindigkeit
von L* existiert aber zumindest u = lim,_, u,, € L? beziiglich der L*-Norm. Auferdem
existieren "0, u” 1= limy, o Oy, Uy € L? beziiglich der L?>-Norm. Allerdings muss u im
Allgemeinen keine partiellen Ableitungen besitzen.

Zwischen u und den "0,,u” besteht folgende Beziehung:

Voecs () /Q”(?xiu”gpdx = —/Qud,;iapdx.
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Beweis. Wir konnen die Identitit wie folgt nachrechnen:

/”(‘Liu”godx:/ lim O, Unpdr = lim / O, unpdr = — lim / Uy, Oy, pd
Q n—oo JO n—oo J

= lim w,0,,pdz = —/ u0,, p dz.
Q

Q N—00

Definition 2.2.1 (Sobolev-Réume).

a) Sei Q CR" offen, m € N und 1 < p < co. Dann heif§t der Vektorraum

wmr(Q) = {f € LP(Q) | Vasuttiindizes s|si<mIp@err@y : fO = f A
Voecr(@) : /Q((‘?iw)fda:: (_1)\sl/Q¢f(s> dx}

Sobolev-Raum der Ordnung m mit Exponent p. Fiir p = 2 schreibt man auch
H™(Q) statt W™2(Q).

Wir versehen W™P(Q) mit der Norm || f|lwms@) := Xjsj<mll f o). Fiir
p = 2 schreibt man auch ||| gm@q) statt ||-||wmrq)-

b) Die Funktionen f® fiir |s| > 1 heiflen schwache Ableitungen von f und
werden mit 05 f = £ bezeichnet.

¢) Der Raum Wy (Q) = CgO(Q)MWm’p(Q) fir 1 < p < oo heifit Sobolevraum
mit (verallgemeinerten) Nullrandwerten der Ordnung m mit Exponent p. Fir
p = 2 schreibt man auch HJ'(Q) statt Wy""(Q).

Satz 2.2.4.
a) Alle schwachen Ableitungen sind eindeutig bestimmdt.

b) Besitzt f € W™P(Q) eine partielle Ableitung 05 f mit |s| < m, so stimmt 0 f
(modulo einer Nullmenge) mit der schwachen Ableitung f®) diberein. Dies
rechtfertigt die Notation 95 f = f(*).

Beweis. Der Beweis folgt leicht aus dem nachfolgenden Lemma.

Lemma 2.2.5 (Verallgemeinertes Fundamentallemma der Variationsrechnung).
Sei Q CR" offen, f € L'(QY), dann sind die folgenden Aussagen dquivalent.

a) Fir alle p € CX(Q) gilt [ fed\ = 0.
b) Es gilt f =0 fast uberall.

Beweis siehe [1].
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Satz 2.2.6.

a) W™P(Q), ||-|lwme)) sind Banachrdume, (H™(Q),|-|am)) sind Hil-
bertraume.

b) Firl <p < oo sind die Riume W™P(Q) bzw. H™(S2) separabel.

c) (Wm™P(Q), ||-lwme)) bzw. (H™(Q), ||| am)) sind modulo isometrischen Iso-
morphismus die Vervollstindigungen von {f € C*(Q) ||| fllwmr@) < oo}
bew. {f € C=(@) | |f lmiey < 09}

d) Fir 1 <p < oo und fir alle f € W™P(Q) existieren (fn)nenw € W™P(Q) N
C>(§2) mit
Jim || f = follwms@) = 0.

Beweis siehe [1].

Satz 2.2.7 (Verallgemeinerte Poincaré-Ungleichung). Sei 2 C R" ein Gebiet, das
zwischen zwei parallelen Hyperebenen mit Abstand d liegt. Dann gilt

d
Vueri(e)  llullzz < WHVUHL2

mit ||Vul|r2 = (Zg’;lﬂﬁxiuﬂ%g)% (schwacher Gradient).

Beweis. Da beide Seiten der Ungleichung beziiglich der H!-Norm stetig von u abhingen,
folgt die Behauptung aus 2.2.2. O

Korollar 2.2.8. Die Normen ||| g1 () und ||| g3 o) sind auf H () dquivalent, falls Q
die Voraussetzungen des vorherigen Satzes erfillt. Dabei ist || f[ gy ) == IV fllz2()-

Satz 2.2.9. Sei Q C R™ ein beschrinktes Normalgebiet, f € L*(Q2) und
B(w) = [ 3IVul - fwd)
w)= | SIVuw wd.

Dann besitzt E auf H}(Q) eine eindeutige Minimalstelle u und u ist eindeutige
schwache Lésung des Dirichlet-Problems fiir die Poisson-Gleichung —Au = f, es
gilt also

Voeni() /QVU-Vgo—fgod)\:O.

1. Beweismdglichkeit. Aufgrund von Korollar 2.2.8 ist F als Funktion von H () nach
R stetig (egal ob HJ () mit [l 222y oder ||| 2 () ausgeriistet ist). Dies impliziert, da E
nach Lemma 2.2.3 auf Ay 2 C'°(2) nach unten beschrinkt ist, dass F auch auf H} ()
nach unten beschrankt ist.

Daher existiert eine Minimalfolge (u,)men € Ha (). Wegen der Konvexitiat von Hg ()
kann man wie im Beweis von Satz 2.1.1 mit Hilfe der Parallelogrammgleichung zeigen, dass
(tm)men eine Cauchy-Folge in HJ(Q2) beziiglich der I/ 72 y-Norm, und daher aufgrund
der Norméquivalenz auch beziiglich der ||-|| 51 (q)-Norm.

Da H'(Q) beziiglich beider Normen vollsténdig ist, existiert u = lim,,, o u,, beziiglich
beider Normen. Wegen Stetigkeit von E ist u Minimalstelle. Die Eindeutigkeit der
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Minimalstelle ergibt sich wiederum mit Hilfe der Parallelogrammgleichung wie im Beweis
von Satz 2.1.1.

Die Charakterisierung der Minimalstelle u als eindeutige, schwache Losung des Dirichlet-
Problems der Poisson-Gleichung erhélt man mit analoger Argumentation wie im Beweis
von Satz 2.2.1. ]

2. Beweismoglichkeit. Wir konnen diese Aussage auch auf einem alternativen Weg

beweisen. Wir betrachten
w / Vw[2d),
Q

dass zu |||/ g1 () gehorende Skalarprodukt. Die Abbildung

w~—>/fwd)\
Q

ist aufgrund der Aquivalenz der Hi-Norm und der H'-Norm auf H{ () als Abbildung

vom Hilbertraum (Hé(Q), ||-||H5(Q)> nach R linear und stetig. Nach Satz 2.1.11 und dem
Rieszschen Darstellungssatz folgt daher die Behauptung. O

Wir mochten nun unsere Losung auf elliptische Randwertprobleme verallgemeinern. Sei
dazu Q2 C R" ein beschrinktes Normalgebiet. Gesucht sind Funktionen u € C?(12), welche
die elliptische Differentialgleichung

i=1 j=1
in Q 16sen. Dabei seien a;;, h; € CH(Q) fur 4,5 = 1,...,n und f,b € C°(Q) sowie die
Matrix (a;;(x));; gleichméaBig elliptisch in x, d.h. es existiert ein ¢y > 0 so, dass fiir alle
r € R, & € R" die Ungleichung

> aii(#)685 > col¢]?
j=1

erfillt ist. Dabei beschreibt fiir jedes ¢ > 0 die Menge der Punkte £ € R”, fir die
> aij(7)§:&; = c gilt, eine Ellipse. Die Matrix (a;(z));; kann unsymmetrisch sein. Sol-
che elliptischen Differentialgleichungen sind ohne zusétzliche Bedingungen nicht eindeutig
losbar. Meistens erhélt man eindeutige Losbarkeit durch Einfiihrung von Randbedin-
gungen. Die beiden héufigsten Randbedingungen, die in der mathematischen Physik
vorkommen, sind

1. Dirichlet-Randbedingungen:

u 1ost (I) auf €,

u =g auf 90, g € C°(00N).
2. Neumann-Randbedingungen:

u lost (1) auf €,
-y (Z’J?Zl a0z, 0 + hz) = g auf 99, g € CY(00),

wobei v = (v;);=1,..n die &uBleren Normaleneinheitsvektoren an 92 sind.

.....
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Wie bei der Poissongleichung, fithren wir auch hier schwache Lésungsbegriffe ein. Sei nun
a;; € L*>(2) und erfiille gleichméfige Elliptizitatsbedingungen fast tiberall auf €2, b € L>
und hy, f € L*(Q). Aus denselben Griinden wie bei der Poissongleichung geniigt es, wenn
wir den Fall g = 0 untersuchen.

e u: Q — R heilt schwache Lisung des Dirichlet-Problems, falls u € H}(€) und

V%H(}(Q) : /Q (Z 8961@0 (Z aijarju + hz) + SO(bU + f)) dA=0
i J

gilt.

e u: Q — R heiBt schwache Lisung des Neumann-Problems, falls u € H'(2) und

i J

gilt.

Zusatzlich setzen wir b > 0 fiir das Dirichlet-Problem und b > by > 0 fur das Neumann-
Problem voraus.

Satz 2.2.10.

o Unter den gesamten obigen Voraussetzungen existiert genau eine schwache
Lésung des Dirichlet-Problems.

o Unter den gesamten obigen Voraussetzungen existiert genau eine schwache
Losung des Neumann-Problems.

Beweisstrategie: Es ist zu zeigen, dass unter den obigen Voraussetzungen der Satz von
Lax-Milgram angewendet werden kann. O

Bemerkung 15. Unter zusdtzlichen Regularititsannahmen an die Daten a;;, h;, b, f
und 0X) kann man zeigen, dass die schwache Lésung so requldr ist, dass sie auch eine
klassische Lisung ist. Wihit man beispielsweise a;; € C™Y(Q), h; € H™, f € H™ und
ist OQ lokal als Graph von C™"-Funktionen darstellbar, erhilt man u € H™(Q) und
damit fiir hinreichend grofies m (in Abhdingigkeit von n) auch u € C*(Q).

Fiir néihere Details sei auf die elliptische Regularititstheorie (L*-Theorie, LP-Theorie,
C%* — Theorie) verwiesen. In einigen Fillen werden dabei die Sobolevschen Einbet-
tungssdtze verwendet.

Wir werden nun noch kurz auf die Moglichkeiten der endlich-dimensionalen Approximati-
on von Losungen der ellptischen Randwertprobleme eingehen.

Sei u € H'(Q) die schwache Losung des Neumann-Problems und u € Hg () die schwache
Losung des Dirichlet-Problems. Wir wihlen N-dimensionale Unterrdume Xy von H'(Q)
bzw. H}(€2). Dann existiert genau ein uy € Xy, so dass

Voexy ° /Qzazgo (Z QijOp, uN + h,-) + olbuy + f)dA =0
i j
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ist, und beziiglich einer Basis {gp,gN),k = 1,...,n} hat uy die Darstellung uy =
ch\le uN,k;SO;(cN), wobei die Koeffizienten uy; € R als eindeutige Losung des linearen
Gleichungssystems

N
ZG;JZ)UN%-‘FC]&N):O, kZl,...,N
=1

N N N N N
agy’ :/Q (Zam%s@/ﬁ 02,50 + b o) )) dA
4,7

und

o = [ 32 0net b+ M f

gegeben sind. Der Nachweis der Struktur des linearen Gleichungssystems geschieht durch
direktes Nachrechnen. Der Nachweis der eindeutigen Existenz von uy kann entweder mit
Lax-Milgram im Hilbertraum Xy gefithrt werden (X ist als endlich-dimensionaler Raum
vollstéandig), oder indem man zeigt, dass die Voraussetzungen an a;;, insbesondere die
gleichméfligen Elliptizitatsbedingungen die Invertierbarkeit der Matrix des Gleichungssys-
tems implizieren. Die obige Approximation nennt man auch Ritz-Galerkin-Approzimation.

Die zentrale Fehlerabschéatzung fiir diese Approximation ist:

Lemma 2.2.11 (Céa). Fir eine Konstante C' > 0 (die von den Konstanten im Theorem
von Lax-Milgram abhdngt) gilt:

=l < € inf Jlu—olm,

Wegen der Separabilitit von H' kénnen die Xn so gewdhit werden, dass

infuesy lu = vllm 2225 0

qilt.

Beweis. Sei

a(u,v) = %: /Q O, U 0350z ;v AN + /Qubv d\
und |
F(v) = —/Q (Z 0,0 hy + vf) d.
Dann gilt fiir alle v € H'(Q2) bzw. H}(Q) die Identitét
a(v,u) = F(v)
und fur alle v € X die Identitét
a(v,uy) = F(v).

Setze nun v = w—uy mit w € Xy und wir erhalten fur allew € Xy : a(w—uy,u—uy) = 0.
Dies impliziert
2
collu —unllin < alu —un,u —uy)
=a(u —w,u — uy)

< Collu =wllgr - flu = un|lar,
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wobei die Konstanten Cy, cg > 0 wie im Theorem von Lax-Milgram sind. Daraus folgt die
Behauptung mit

0 .
— < —. — X
o=l < = inf flu— vl

]

Beziiglich der Fehlerabschatzungen fiir numerische Verfahren, die bei der numerischen
Durchfithrung der Ritz-Galerkin-Approximation eingesetzt werden (Interpolation, nu-
merische Integration, iterative Losung des linearen Gleichungssystems) sei auf Numerik-
Lehrveranstaltungen verwiesen.

2.3. Der Spektralsatz fiir kompakte, selbstadjungierte
Operatoren

Seien Hy, Hy Hilbertraume, 7' € Lin(Hy, Hy) und y € Hs. Dann ist die Abbildung
T = <T:C7 y>H2

ein Element des Dualraums von Hj.
Nach dem Rieszschen Darstellungssatz (Theorem 2.1.9) existiert genau ein 7%y € H; mit

<T5L‘7 y>H2 = <I, T*y>H1'

Definition 2.3.1 (Hilbertraum-Adjungierte). Seien Hy, Hy Hilbertraume, T €
Lin(Hy, Hy). Dann heifit die Abbildung T*: Hy — Hy mit (Tx,y)g, = (z, T*y) g,
fiir alle x € Hy und y € Hy Hilbertraum-Adjungierte von T

Lemma 2.3.1.
a) Es gilt T* € Lin(H, Hy) mit ||T*] = ||T||.

b) FiraeKist (o) =aT*.
Ferner gilt (T + S)* =T*+ S* und (T 0o S)* = S* o T™.
c) BEs git T =T.

Beweis. Wir zeigen exemplarisch die Normidentitéat in Teil a). Alles andere ergibt sich
durch direktes Nachrechnen.

|7 = sup [|Tz|| = sup sup [(Tz,y)| = sup [(z,T"y)| = [T
mEBHl IEBHI y€BH2 .’EGBHl
yEBm,

Beispiel 15. Wir tragen einige einfache Beispiele zusammen.

a) Sei Hy = Hy =R"™, T = (aij)ije1...n. Dann ist T* = (a;;)" die transponierte Matri.

b) Sei Hl = H2 = (Cn; T = (am) Dann ist T* = (Tw)t

c) Sei HH = Hy = (%, T(x,) = (a,1,), n € N mit sup,|a,| < co. Dann ist T*(x,) =
(anxy) =T.
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d) Sei Hy = Hy = (%, T(x,) = (anr,), n € N mit sup,,|a,| < co. Dann ist T*(x,) =
(@nn).

Beispiel 16. Wir betrachten ein etwas komplizierteres Beispiel. Sei Hy = Hy = L*(Q4,C),
Q1 A-messbare Teilmenge von R, K: )1 x Q9 — C, Qo A-messbare Teilmenge von R™
sowie K messbare Funktion mit

1= ([ [ 1K€ mRanag)” <oc

Tin) = [ KEnf©de ne

ein Element von Lin(L*(Qy, C), L*(Qy, C)) mit | T|| < ||K||. Auferdem ist im Falln =m
Q0 =Q

Dann ist T mat

g(n) = | K. €(€) de.

Die Stetigkeit ergibt sich dabei mit der Ungleichung von Cauchy-Schwarz:

1771 = [ |, Kemrea
< [ ([ 1K€nl- 5@l a

< [ (L enrag)- ([1r©Fa) an
= K| 1£13
——

<oo

und somit ist T € Lin(L*(Qy, C), L*(Q, C)). Den adjungierten Operator T* erhdlt man
durch direktes Nachrechnen (beachte (f,g)r2 = [ fgd\). Im FallK =R ist T* =T.

Definition 2.3.2 (selbstadjungiert). Der Operator T' heifit genau dann selbstad-
jungiert, wenn T ="T* gilt. Das ist dquivalent dazu, dass die Gleichung

<T*I7 y>H = <$7 Ty>H

fur alle z,y € H erfillt ist.

Bemerkung 16. Aus der Selbstadjungiertheit von T folgt insbesondere
(Tr,z)y = (x,Tz)y = (Tx,x)y

fir alle x € H. Also ist (Tz,x)g € R fir alle x € H.

Definition 2.3.3 (Normaler Operator). T' heifit genau dann normal, wenn T*T =
TT* gilt. Dies ist aquivalent dazu, dass fir den Kommutator [T*,T| := T*T—TT* =
0 gilt.

Lemma 2.3.2. Der Operator T ist genau dann normal, wenn
| Tx|| g = || T

fir alle x € H gilt.
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Beweis. Sei zundchst T normal. Dann gilt
(Tx,Txyy = (x, T*"Tx)y = (x, TT 2)y = (T"x, T x)n

und so folgt || Tx||lg = ||T"x| u-
Sei nun obige Identitit fiir alle z € H erfiillt. Aus der Polarisationsformel

1 (la+ 013~ lla = bl) = Re ({a, b))
folgt fiir alle x,y € H:
Re ((Tz, Ty)n) = Re ((T"2, T"y) 1) -
Ersetzen von y durch iy im Falle K = C liefert dann
0=(Tx,Ty)g — (T2, T*y)g = (T"Tx — TT z,y)u

fur alle z,y € H. (Im Falle K = R erhélt man sofort dieselbe Identitét.) Daraus folgt nun
T —TT* =0 wie gewlinscht. O]

Definition 2.3.4 (Kompakter Operator). Seien E,F Banachrdiume. Der Ope-
rator T" € Lin(E, F) heifit kompakt, falls TBg (der Abschluss des Bildes der
abgeschlossenen Einheitskugel in E) kompakt in F ist. Aquivalent dazu sind

e Fine Folge (x,)neny C Bg impliziert, dass (T'x,,)nen €ine konvergente Teilfolge
in F' besitzt.

o [ir alle e > 0 existiert eine endliche Teilmenge M C F mit T By C M +eBp.

Wir bezeichnen die Menge aller kompakten Operatoren von E nach F mit K(E, F')
bzw. K(E,E) = K(E).

Lemma 2.3.3. Die Menge K(F, F) ist ein abgeschlossener Untervektorraum von Lin(E, F').

Beweis. Seien S,T € K(FE,F) sowie a € K und (x,)nen € Bg. Dann existiert wegen
Kompaktheit von S zunéchst eine Teilfolge (2, )ken, so dass (S, )ren in F konvergent
ist. Wegen der Kompaktheit von T existiert eine Teilfolge (xnkg)geN, so dass (Txnke)éeN
konvergent in F' ist. Insbesondere ist auch (anke)geN konvergent in F' und so auch
((S + T)n,, )een konvergent in F'. Damit ist .S + T € K(E, F) und so erhalten wir

mM— 00,

einen Unterraum. Fiir die Abgeschlossenheit sei (7},,)meny € K(F, F') mit T,,, —— T in
Lin(E, F') sowie € > 0. Dann existiert ein mg mit ||7'—7,,,,|| < e und TBg C T,,, Bg+<cBp.
AuBlerdem existiert M C F mit M endlich und 7,,,,Bp € M + €Bp. Daraus folgt
TBg CM+eBp+eBr=M+2eBpundso T € K(E, F). O

Beispiel 17.

a) T € Lin(E,F) wobei TE endliche Dimension hat (also hat T auch endlichen
Rang). Dann folgt T € K(E,F). Dies gilt, da TBg beschrinkt in TE und TE
wegen Vollstindigkeit abgeschlossen in F ist. Also ist T Bg kompakt in TE (wegen
dim(TFE) < o0) und so auch in F.

b) Hat E endliche Dimension, folgt K(E, F) = Lin(E, F) (da fir alle T € Lin(E, F)
dim(TFE) < oo gilt).
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c¢) Seien F(E,T) alle Operatoren mit endlichem Rang. Dann gilt F(E,F) C K(E, F).

Man kann sich die Frage stellen, ob sogar F(E, F') = K(E, F) gilt. Dies ist im Allgemeinen
zu verneinen, was 1971 von Enflo gezeigt wurde. Allerdings gilt die Gleichheit, wenn F
ein Hilbertraum ist.

Lemma 2.3.4. Sei E ein Banachraum und F ein Hilbertraum. Dann gilt

F(E,F) = K(E, F).
Beweis. Wir miissen nur die Inklusion F(E, F') O K(E, F) zeigen.
Sei T € K(E,F) und € > 0. Da T Bg kompakt ist, existieren B:(y;),i = 1,..., m. mit
TBr C U Bo(y;). Sei F. :=span{yi, ..., Ym. } und P. die orthogonale Projektion von
F auf F,. Dann ist
Id — P.
eine orthogonale Projektion von F auf F* und aufgrund der Besselschen Ungleichung
(Lemma 2.1.6) gilt
|Id — P.|| < 1.
AuBlerdem gilt fur 7. := P.T, dass R (T;) C F. gilt und fir = € B1(0) existiert ein ¢ mit
Tz € B.(y;) und
(T -T.)x=(Id — P.)(Tz — y;).
Wegen [|Id — P.|| < 1 und ||Tz — y;||r < € folgt |[(T — T:)z||r < e und so ||T —T.|| < e.
Mit ¢ — 0 folgt die Behauptung. O

Beispiel 18. Der in Beispiel 16 definierte Integraloperator T: L*(Q1,K) — L*(Qs, K)
ist kompakt. Denn wihlt man ein vollstindiges Orthonormalsystem (e, )nen von L*(Qy,K),
erhalten wir mit Parseval

= /92 > |Ten(2))? dx

neN

= ZHTeTLH%Q(QQ,K)'

neN

Wir definieren nun die orthogonalen Projektionen P, durch P,f = >3 _(f, ex)r2(0, k) €k-
Dann gilt wegen Stetigkeit von T und Satz 2.1.7:

|Tf —TP.fllL2x) = ||T (Z% €k>L2(Ql,K)€k)

k>n

L2(Q2,K)

= Z(f, €k>L2(Ql,K)T€k

k>n

L2(Q2,K)
> ‘(f7 €k>L2(Q1,K)' N Terll 1200 1)

k>n

IA

1 1
2 2
< (Z\(ﬁ%h%m@ﬁ) ~(ZHT6kHiz(gz,K)) :
k>n k>n

n—oo

<Illz2, x) 750
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Daraus folgt lim,, oo TP, = T in Lin(L*(Q,K), L*(€,K)). Da R(P,) und so auch
R(TP,) =T(R(P,)) endlich-dimensional sind, folgt nach Lemma 2.8.4 die Kompaktheit

von 1.

Man kann bei Vorhandensein entsprechender Integrabilitiat von K auch Integraloperatoren
TP von LP(£21,K) nach L4(s, K) mit % + % = 1 erhalten. Auch diese sind stetig, was
man dhnlich wie im Fall p = ¢ = 2 beweisen kann — hier mit der Hélder-Ungleichung
statt mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung. Der Nachweis der Kompaktheit verlauft iiber
den Satz von Fréchet-Kolmogorov-Riesz, siehe [1]. Solche Operatoren nennt man auch
Hilbert-Schmidt-Integraloperatoren.

Lemma 2.3.5 (Produkt kompakter Operatoren). Seien X,Y,Z Banachrdume sowie
Ty € Lin(X,Y) und Ty € Lin(Y, Z). Ist nun Ty oder Ty kompakt, folgt die Kompaktheit
von 1y 0Tj.

Beweis. Sei (x,,)nen eine beschrankte Folge in X. Da T} stetig ist, ist (712, )nen beschrénkt
in Y. Falls T, kompakt ist, folgt die Existenz einer konvergenten Teilfolge (157124, )ken-
Falls 77 kompakt ist, existiert eine konvergente Teilfolge (Tﬂinj)jeN und wegen der
Stetigkeit von T5 ist auch (75712y,);en konvergent. O

Bemerkung 17. Das eben bewiesene Lemma 2.3.5 ldsst sich fir X =Y = Z auch in
der Sprache der Algebra ausdricken. Mit der Verkettung o als Multiplikation, wird der
Vektorraum (Lin(X), +, o) eine (nicht kommutative) Algebra. Das heifit, die Multiplikation
erfillt das Assoziativgesetz (aber nicht das Kommutativgesetz) und ist distributiv iber
der Addition. AufSerdem gilt fiir alle Skalare o € K die Identitdt

a(fog)=(af)og=folag).
Ferner gilt fir S,T € Lin(X) nach Lemme 1.3.3 die Ungleichung
STl < IS - T

Eine Algebra mit einer Norm, die diese Ungleichung erfillt, heiffit Banachalgebra. Damit
ist (Lin(X),+,0,]|"||) eine Banachalgebra. Und Lemma 2.3.5 besagt nun, dass K(X) ein
Ideal in dieser Banachalgebra ist.

Satz 2.3.6 (Eigenschaften kompakter Operatoren). Sei X ein Banachraum,
T e K(X)und0# X € K sowie A= Nd—T, dann gilt:

1. dim(kern(A)) < oo.
2. R(A) ist abgeschlossen in X.

3. A ist genau dann injektiv, wenn A surjektiv ist.

Beweis. Wegen \Id—T = \(Id — %) und da 7" genau dann kompakt ist, wenn % kompakt
ist, konnen wir ohne Einschrankung annehmen, dass A = 1 gilt.

1. Wegen Az = 0 genau dann, wenn x = Tz, folgt B1(0) N Kern(A) C T'(B41(0)).
Wegen Kompaktheit von T'B;(0) ist auch der Abschluss der Einheitskugel des
Untervektorraums Kern(A) kompakt und somit muss Kern(A) endlich-dimensional

sein.
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2. Sei ohne Beschriankung der Allgemeinheit A = 1. Sei € JR(A) und es gelte

lim Ax, = x.
n—oo
Ohne Einschrankung konnen wir annehmen, dass ||z, || < 2d,, mit d,, := dist(z,,, Kern(A))
gilt. Sonst wéahle a,, € Kern(A) mit ||z, — a,| < 2d, und ersetze x, durch
Ty := x, — a, (beachte hierbei dist(x,, Kern(A)) = dist(Z,, Kern(A))).
Es existiert ein M so dass fiir alle n € N die Ungleichung

d, <M <

gilt, denn angenommen es gelte d,,, k200, o fiir eine Teilfolge (d,,, )ken von (dp,)nen.
Dann gilt fir y,, = %, dass limy_00 Ayp, = limy_ oo % = 0.

Da die y,,, beschrankt sind (Hka = H;"—’“” < % = 2) und 7" kompakt ist, existiert
Tk

"k

eine Teilfolge Yny,, Mit Typ, Lo, y und folglich Yy, = Aynkz—i-Tynkz EmiN y. Wegen
der Stetigkeit von A folgt Ay = lim/ o Ayn,, = 0 und damit ist y € Kern(A).
Daher gilt

dist(xy,,, Kern(A))
d

ZL‘nkZ

g, ~9ll = dist(yn,, . Kern(4)) = dist (d ,

Y

,Kern(A)) -

nké nke

ein Widerspruch. Da die d,, gleichméBig beschrankt sind, muss (z,).en eine be-

schréankte Folge sein. Da T kompakt ist, existiert eine Teilfolge (x,,,)men mit
mM— 00

Tz, — z. Also folgt

m—r00 mM— 00,

r —— Az, = A(Az,, + Tz, ) — Alx + 2)
und so r = A(x + 2) € R(A).

3.

7= "7 Sei A injektiv. Angenommen es existiert ein z € X \ R(A). Dann folgt
Az € R(A™) \ R(A™™) fir alle n > 0, denn wire A"z = A"y fiir ein y,
so wire A"(z — Ay) = 0 und wegen Kern(A) = {0} folgt daraus induktiv
x— Ay =0, also x € R(A) und so erhalten wir einen Widerspruch.

AufBerdem ist R(A™!) abgeschlossen, denn es ist

An-‘rl _ (Id _T)n+1
in+1
-3 ("7 ey
k=1 k

n+1
—1d-Y (” T 1) (1) 7k
k=1 k

€K (X)

Nach 2. ist daher R(A™"!) abgeschlossen. Daher existiert a,,; € R(A™) mit
0 < ||A"z — apyq| < 2dist(A"z, R(A™)). Nun betrachten wir

AMr — apqq

€ R(A").

Ty =
" AT = an]|
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Es gilt dist(z,, R(A™)) > 3, denn fir y € R(A™M) gilt

|A"2 — (an1 + [[A"T — anga|ly)|
AT — a1
dist( A"z, R(A™ 1))
|A™T — ap ||

lzn = yll =

1
> —.
-2

Fir m > n ist Az, + z,, € R(A"™). Folglich erhilt man
Tz, — Txp|| = ||z, — (Azy + 2 — Ay, ||

> dist (2, R(A™)) > ;

Somit besitzt (T'z,) keine konvergente Teilfolge, obwohl (x,,) beschrénkt ist,
was zu einem Widerspruch fithrt. Also muss A surjektiv sein.

7«7 Sei A surjektiv. Dann ist also R(A) = X. Angenommen es existiere ein
x € Kern(A) \ {0}. Dann kénnen wir wegen der Surjektivitét von A induktiv
rp € X, k> 2 wahlen mit

Axy = x5,

wobel wir vereinbaren z; = 2. Dann ist
Ty € (Kern (Ak» \ (Kern (Ak_l)) :
Nach dem Lemma von Riesz existiert dann ein z, € Kern (Ak) mit
Izl =1

und

dist (zk, Kern (Ak_1)> >

N | —

Fir [ < k erhalten wir dann, dass
Az, + 21 — Az € Kern (Ak_l>

gilt, also folgt nach der Wahl von z;

| T2 — Tl = ||z — (Azi + 2 — Az)|| > dist (2, Kern (41)) >

EKern(Akfl)

N | —

Das heift, dass (7'z),y keine konvergente Teilfolge besitzt obwohl (), oy
beschrankt ist. Und somit haben wir wieder einen Widerspruch.
Also muss A injektiv sein.
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Fiir den Rest dieses Kapitels sei X ein Banachraum iiber C und 7" € Lin(X).

Definition 2.3.5.

1. Die Menge o(T) :={\ € C: NId =T ist bijektiv } heifit Resolventenmenge
von T

2. Die Menge o(T) := C\ o(T) heifit Spektrum von T
Das Spektrum von T kann zerlegt werden in das

e Punktspektrum
op(T) :={ A € o(T) : N\Id =T ist nicht injektiv.},
e kontinuierliches Spektrum
0o(T) :={X € o(T) : N\Id =T ist injektiv, nicht surjektiv und

RO—1T) = X.},

e Residualspektrum
o-(T) :={N € o(T) : \Id =T ist injektiv und R\ —T) # X.}.

3. Sei A € 0,(T), dann existiert ein x # 0 mit Tx = \x. In diesem Fall heifst A
Eigenwert und x Eigenvektor von T'. Ist X ein Funktionenraum, so heifit x
auch Eigenfunktion. Der Untervektorraum Kern(A1d —T') heifit Eigenraum
von T zum FEigenwert \.

Der FEigenraum ist ein T-invarianter Unterraum, das heifit, es gilt

T(Kern(AId —T)) C Kern(AId —T).

Im weiteren Verlauf verwenden wir folgenden, nicht trivialen Satz aus der Banachraum-
theorie, den wir spéter im Kapitel iiber Banachraumtheorie beweisen werden.

Satz 2.3.7. Seien E,F Banachridume und sei L € Lin(E, F) bijektiv. Dann ist
auch L™ stetig, also L™' € Lin(F, E).

Korollar 2.3.8. Sei A € o(T'), dann gilt
R\T) :=(\—T)" € Lin(X).

Dabei heifst R(A\,T') Resolvente von T in X\ und A — R(\,T) nennt man die Resolventen-
funktion.

Satz 2.3.9. Die Resolventenmenge o(T) ist offen in C und die Resolventenfunktion
ist eine holomorphe Abbildung von o(T) C C nach Lin(X), das heifit, der Grenzwert

lim RA+h,T)— R(\T)
C3h—0 h

existiert in Lin(X). Auferdem gilt weiter fir X € o(T') die Ungleichung
IR\, T)|| 7 < dist(\, o(T)).
Beweis. Sei \g € o(T'). Dann gilt fir alle u € C:
Mo —p)Id=T = (N Id—=T) (Id —puR(No, T)) .

=:5(n)
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Falls |u| - ||R(Xo, T)|| < 1 ist, ist der Operator S(u) nach dem Satz iiber die Neumannsche
Reihe invertierbar und es gilt A\g — o € o(T") mit

R(Ao = 1, T) = S(p) 'R, T) = > pt* - R(Xo, )",
k=0

Daher ist o(T") offen. Auerdem ldsst sich in einer hinreichend kleinen e-Umgebung eines
jeden Xy € o(T) die Resolventenfunktion als Potenzreihe in A — Ay mit Koeffizienten aus
dem Bildraum Lin(X') darstellen, das heift

[e.o]

Vaoeom) Te=0¥ren.(00) © BOLT) =3 (A = Ao)*R(N, T)"H1.
k=0

Analog zum Beweis aus der Funktionentheorie folgt daraus, dass fir A € o(T) die
Abbildung A — R(\,T) holomorph ist. Aulerdem ist mit d := ||R(\,T)||~* die Kugel
By(A) C o(T') und somit dist(\, o(T)) > d. O

Satz 2.3.10. Das Spektrum o(T) ist kompakt. Und falls zusdtzlich X # {0} gilt,
ist das Spektrum o(T') nicht leer mit

sup A = lim 7™ < |T].

Aca(T) m—00
Dieser Wert wird dann Spektralradius von T" genannt.

Beweis. Sei A # 0. Falls || <] < 1, also |A] > ||T|| gilt, dann ist
T
=T =\ (1a-7)

invertierbar mit

1 T -1 00 Tk

Daraus folgt

r:= sup |[A| < ||T| (2.1)
Ao (T)

und
1 1

TR

IR T IAIZ

Da nun
ATId=T™ = (AN d =T) p(T) = pr(T)(A1d =T)

mit p,, (T) := 375 AT gilt, folgt fiir alle A € o(T):

A" eo(T™)
(2.1 m m
L R

1
= AL < T[],

womit wir r < liminf,,_.o||7™||# erhalten.
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Bleibt also noch zu zeigen, dass r > limsup,, , ||7™||= gilt.

Nach Satz 2.3.9 ist A — R(\,T) eine in C\ B,(0) (bzw., falls o(T) = 0 ist, in C)
holomorphe Abbildung. Analog zum entsprechenden Beweis aus der Funktionentheorie
erhilt man daher, dass fiir alle j > 0 und fiir alle s > r der Wert des Integrals

1

— NRNT)dA
27i /833(0) AT)

unabhédngig von s ist. Wahlen wir nun s > ||T']], so erhalten wir:

1

. MR\, T)d / ARk Q)
271 /833( 0) ( 2m 9B (0) kz;)

il Z gk (/ elPi—F) dgo) Tk
T o 0

=Y &R T =T
k=0

Also haben wir jetzt

|
17 = o~

o < sup RO\ T) 7.

[A|=s

/ MR\, T) dA
9B(0)

Folglich erhalten wir fiir s > 7 und jede Teilfolge von (T7),ecn:

HTJ‘H; <s|s- sup||R()\aT)||

[Al=s
beschrankt

Die rechte Seite konvergiert fiir j — oo gegen s oder 0 und somit haben wir

lim supHTjH% <s.

J—00

Da dies fiir alle s > r gilt, folgt die gewiinschte Abschiatzung

lim sup||Tj||% <r.

J—00

AuBerdem erhalten wir, falls o(T") = () ist, dass fiir 7 = 0 und s \, 0 gilt, dass

[Id|| < s sup||R(A,T)|| — 0,
N1

d.h. Id = 0 und somit X = {0} ist. O
Satz 2.3.11. Sei X # {0} ein Hilbertraum tber C und T' € Lin(X) normal, dann

qilt
sup Al =|T.
Ao (T)
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Beweis. Sei ohne Beeintrachtigung der Allgemeinheit 7" # 0. Aufgrund von Satz 2.3.10
ist es hinreichend zu zeigen, dass fir alle m > 0:

1| = ||

gilt (dann gilt somit insgesamt || 77| = ||T°]|™).
Fir m = 0,1 ist dies trivial, deswegen betrachten wir hier m > 1. Fiir x € X gilt mit
Hilfe von Lemma 2.3.2:

1T 2ll} = (7T, T ')
< =TT x| T e x
ITm ]
< T ik
= T2 < |7 - T

Gilt also schon [|[77™]| > ||T"||™, dann folgt per Induktion

[Eaells - m
ATt A R ) R

17 =

Satz 2.3.12. SeiT € K(X). Dann besteht die Menge o(T)\{0} aus abzdihlbar (also
endlich oder abzihlbar unendlich) vielen Eigenwerten mit 0 als einzig moglichem
Hdaufungspunkt.

Falls o(T') unendlich viele Elemente enthdilt, dann ist o(T) = 0,(T") U{0} und 0
ist Hiufungspunkt von o(T).

Fir A € o(T) \ {0} ist dim(Kern(AId —T')) < co. (Diese Zahl nennt man auch die
Vielfachheit des Figenwerts X.)

Ist dim(X) = oo, dann ist 0 € o(T).

Beweis. Sei A # 0 und zudem A\ ¢ 0,(7), dann ist Kern (Id —%) = {0} und damit nach

Satz 2.3.6 9% (Id—%) = X. Somit gilt o(7) \ {0} C 0,(T).
Zuséatzlich folgt aus Satz 2.3.6 auch die endliche Vielfachheit des Eigenwerts \ &

op(T) \ {0},

Sei dim(X) = oo und angenommen 0 ¢ o(7'), dann ist der Operator T" bijektiv und nach
Satz 2.3.7 ist T~! € Lin(X) und somit gilt

Id=T"'T € K(X).

Und hier haben wir einen Widerspruch zur Annahme, denn demnach muss dann der
Abschluss von B;(0) kompakt sein, aber wir haben angenommen, dass dim(X) = oo gilt.
Damit muss 0 € o(7T") sein.

Ist o(T) \ {0} nicht endlich, so wahlen wir A\, € o(7T") \ {0}, n € N, paarweise verschie-
den und Eigenvektoren e, # 0 zu X, := span{ey, ..., e, }. Dann sind die Eigenvektoren
ex, k= 1,...,n linear unabhéngig, denn wéare 1 < k < n mit e, = Zf;ll a;e; mit schon
bereits linear unabhangigen Vektoren ey, ..., e5_1, so wiirde

k-1 k-1
0="Te, — \rex = Z a; (Te; — \ge;) = Z a (N — A\g) e
i—1 i=1 T

£0
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folgen, was uns zu dem Widerspruch

o; = 0
fire=1,....,k — 1, also
€L = 0
fithren wiirde.
Nach dem Lemma von Riesz existiert ein z,, € X, mit ||z,| = 1 und
1
dist(zp, T,—1) > 3 (2.2)

Wegen z,, = a,e, + , mit a,, € C und z,, € X,,_; folgt wegen der T-Invarianz von X,, 1,
dass
Tx, — /\nmn = Tf’r/z - Anf;z € Xn1

ist. Also gilt fiir n > m:

1 1

Mit (2.2) erhalten wir
1 1
T+ — (Tx, — Ayxy) — Tme >

T T
T(—)-T(— ||| =
H ()\n> <)\m>H ‘ An Am
Damit besitzt T (f\—z) N keinen Haufungspunkt und da T" kompakt ist besitzt (”C—”

An ) neN
keine beschrinkte Teilfolge. Folglich geht ‘ﬁ’ = fiir n — oo gegen unendlich. Dies
bedeutet

In
An
lim A, = 0.
n—00

Insgesamt ist also 0 der einzig mogliche Haufungspunkt von o(7') \ {0}.
Insbesondere ist dann o (7")\ B,.(0) endlich fiir jedes r > 0, also ist o(7")\{0} abzahlbar. [

Theorem 2.3.13 (Spektralsatz fiir kompakte, selbstadjungierte Operatoren). Sei
H ein Hilbertraum diber C und T # 0 ein kompakter, selbstadjungierter Operator
auf H. Dann gilt:

1. Es gibt ein Orthonormalsystem in H aus Eigenvektoren ey, , k € N C N, j, €
{1,...,dim(Kern(A\ Id =T")) < oo} zu den von 0 verschiedenen Eigenwerten
Me, k€ N, won T mit Ay, # i, fiir ky # ko, das heifst, es gilt:

Tex,;, = Aiex,, ,

wobei {\, : k € N} = 0,(T) \ {0}. Falls N eine unendliche Menge ist, gilt

H = Kern(T) @ span{ey; }, wobei span{ey; } L Kern(T') ist.
Fiir alle x € H gilt: Tx = Y ey M (z, ekjk)H er,, -
op(T) € =TI, ITl] < R.

IT]| € 0p(T) oder —||T]| € o,(T).

S & e

Ist T positiv semidefinit, das heifst, fir alle x € H gilt (x,Tx)y > 0, dann
gilt op(T') € [0, || T'])]-
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Bemerkung 18. Theorem 2.3.13 ist eine unendlich-dimensionale Verallgemeinerung des
Theorems aus der Linearen Algebra tiber die reelle Diagonalisierbarkeit symmetrischer
Matrizen mit Hilfe von Orthonormalbasen aus Eigenvektoren.

Satz 2.3.14 (Spektralsatz fiir kompakte, normale Operatoren). Sei H ein C-
Hilbertraum und T € K(H) normal mit T # 0. Dann gelten folgende Aussagen aus
Theorem 2.3.13:

1. Es gibt ein Orthonormalsystem in H aus Eigenvektoren ex;,, k€ NCN, jy €
{1,...,dim(Kern(A\; Id =T")) < oo} zu den von 0 verschiedenen Eigenwerten
Mo, B € N, won T mit Ay, # i, fiir ky # ko, das heifst, es gilt:

Tek.

Ik

wobei {\, : k € N} = 0,(T) \ {0}. Falls N eine unendliche Menge ist, gilt
limy_oo A, = 0.

= Aker;, ,

2. H = Kern(T) @ span{ey; }, wobei span{ey,; } L Kern(T) ist.
3. Fiir alle x € H gilt: Tx = Y ey M\ (2, ekjk)H ek, -

Beweis von Theorem 2.3.13 und Satz 2.3.1}.
1. Da T nach Voraussetzung kompakt ist, besteht o(T) \ {0} nach Satz 2.3.12 aus

E—s00

Eigenwerten A7, k € N C N mit Ay —— 0, falls N unendlich ist.
In dieser Aufzahlung sollen alle )\~ voneinander verschieden sein. Auflerdem sind

E} = Kern (\1d =T)

endlich-dimensional. Wir definieren noch
Ey := Kern(T)

und A\g = 0.
Da T normal ist (selbstadjungiert impliziert auch normal), gilt nach dem Lemma
2.3.2 |[Tz|| = || T*z| fir alle 2 € H und daher gilt

E; = Kern (A 1d=17)
fiir k € N U {0}.
Daher gilt fir alle x,, € E,, und fir alle x; € F:
)\m<xmaxl> - <T!17m,l’l>
T, T ) 1
( L, )\le>
= AN T, 1) 1.
Da nun )\, # A, ist, folgt
<xm7 xl>H = 07
das heifit, dass die Eigenrdume senkrecht aufeinander stehen, also gilt

E, L E

fiir alle k,1 € N U {0} mit k # .
Somit kann ein Orthonormalsystem aus Eigenvektoren gewéahlt werden.
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S
2. Seiy e (Kern(T) @ span{ex,;, }) , zu zeigen ist dann, dass y = 0 gilt.

Weiterhin gilt
L

vel|l D E

keNU{0}

Sei x € EE,% e N U {0}, dann ist

<Tya x>H = <y7 T*x>H

=Ny, 2)g =0
Und somit ist
I
TyeY = @ Er
keNU{0}

Mit anderen Worten ist nun Y ein 7T-invarianter, abgeschlossener Unterraum von
H.

Sei nun T := T |y, dann ist Ty kompakt und normal. Da Ty normal ist, gibt es,
falls Y # {0} ist, nach dem Satz 2.3.11 ein A € o(Tp) mit [\ = ||Tp]|-

Wire Ty # 0, so wiére nach Satz 2.3.12 X € op(Tp), also auch A € op(T), das heifit
E-NY #0 fir ein k € N. Also ist Ty = 0, das heifit dann aber nun auch, dass
Y C Kern(T) = Ep, somit ist

Y C Eyn Ey = {0}.
Dann muss Y = {0} sein.

3. Sei Pr die orthogonale Projektion auf Fr, dann gilt fir alle v € H

r = Z P’E$

keNU{0}
Und damit folgt fiir alle x € H
Tr = Z TPEJI = Z /\EP%x.
keNU{0} keN

Mit d; := dim <EE> konnen wir Orthonormalbasen (e;l, ..

e ) von Er wahlen.
d~

k

Somit erhalten wir

d~
k

Prx = Z <P7€~x, 675]_>H e

=1

&
= Z <x, egj>H e
7=1
Bildet man jetzt noch die Summe iiber alle P-, dann erhélt man

Tx = Z >\k<37, ekjk)Hekjk .
keN
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4. Sei nun A € 0,(7) und x sei ein zugehoériger Eigenvektor, dann gilt

Ml = e, 2)y = (T, x) g = (&, Tr)n
= (v, \x)m = M|zl
Und da z # 0 ist, folgt A = X\. Damit gilt A € R.

5. Zu zeigen ist, dass ||T|| € 0,(T") oder —||T'|| € 0,(T") gilt. Da A € R und T" # 0 gilt,
folgt dies direkt aus Satz 2.3.11 und aus Satz 2.3.12.

6. Zu zeigen ist, dass wenn 7" positiv semidefinit ist, dann gilt o,(7") C [0, ||7'||]. Dies
folgt direkt aus der Gleichheit

Mlzllf; = (T2, 2)n = (2, Tx)n.

]

Bemerkung 19. Anhand des Beweises erkennt man, dass die Aussagen 4. und 6. auch
gelten, falls T nur ein selbstadjungierter, stetiger Operator, aber nicht kompakt ist.

Bemerkung 20. Ist X ein Banachraum dber R, so kann man X komplezifizieren,
das heifst, sei X = X x X und fir v = (z1,72) € X, a = a+ib mit a,b € R sei
ax = (ax; — brg,axy + bxy) und T := (x1, —x2). Damit wird X zu einem Vektorraum
tber C und mit

NI

el := sup (|lcos(B)o = sin(O)aalf§ + [lsin(®)ar + cos()za[%)
S

Fiir allex € X und 0 € R qilt dann:
ez = [l 5

Dadurch wird X zu einem Banachraum diber C. Falls X ein Hilbertraum ist, so ist X
dann ein Hilbertraum tber C.

Sei T' € Lin(X), dann ist durch Tz := (Txy, Tz5) ein stetiger linearer Operator T auf &
definiert.

Zusétzliche Eigenschaften, wie Kompaktheit oder Selbstadjungierung tibertragen sich von
T auf T. Somit kann man mit Hilfe dieser Komplexifizierung Spektralsédtze wie Theorem
2.3.13 auch auf reelle Hilbertrdume iibertragen.

Entsprechendes gilt fiir Spektralsétze in reellen Banachrédumen.
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Satz 2.3.15 (Charakterisierung von Eigenwerten). Sei H ein C-Hilbertraum und
T # 0 ein kompakter, selbstadjungierter Operator auf H. Dann gilt falls

T
A := sup Rp(u) := sup <u,7u>H = sup (Tu,u)y
u€H, u€EH, (u, u)H u€H,
u#0 u#0 [lull =1

ungleich 0 ist, dass \ der grifite von 0 verschiedene Figenwert von T und das
Supremum wird von allen Eigenvektoren zum Figenwert A angenommen.
Falls

W= Jgg Rr(u) #0

U0

ist, dann ist p der kleinste von 0 verschiedene Figenwert von T und das Infimum
wird von allen Eigenvektoren zum Figenwert X angenommen.
Fiir alle von 0 verschiedene Eigenwerte sind die Losungen der jeweiligen Eigen-
wertgleichungen die Lésungen von Variationsproblemen mit Nebenbedingung, wobei
die Figenwerte als Lagrangeparameter auftauchen.
Den zweitgrif$te, von Null verschiedenen Eigenwert erhdlt man durch

sup  Rr(u).

u€H,

u#0,
ulKern(AId—T)

Entsprechend fortsetzten kann man dieses Verfahren fir die anderen von Null
verschiedenen Figenwerte.
Rr(u) nennt man auch den Rayleigh-Quotienten von u.

Beweis. Sei A # 0 und a(u,v) := (A — Tu,v)g. Dann ist a eine positiv semidefinite,
hermitesche Sequilinearform von H x H nach C (hierbei geht ein, dass A € R und T
selbstadjungiert sind). Analog zum Beweis der Cauchy-Schwarz-Ungleichung zeigt man,

dass
la(u,v)| < \/a(u, u)\/a(v, v)

fir alle u,v € H gilt. Dementsprechend erhalten wir

(A — Tu,v)yg| < (Au— Tu,uﬁ()\v - Tv,vﬁ
1 1 1
(Au—Tu, u)>[[Av = Tol fllvl
1
2

< |MNId =T ||v]|z{ M — Tu, u)z.

IA

Fur v = Au — T'u erhalt man
Ao — Tul|lg < C - (Au— Tu,u)?, (2.3)

wobei C' unabhéngig von w ist.
Sei (ty)nen eine Folge in H mit ||u,|| = 1 und (Tu,, u,) == . Da T kompakt ist, hat

(T'un )nen eine Teilfolge (Tuy, ), oy mit Ty, k200, w fiir ein w € H.
Somit konvergiert ||Au,, — w|| g mit Hilfe von (2.3)

k

k— oo k—oo

—0
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und damit
k—oo

w
Unk—>X::U

mit A # 0.
Wegen ||luy, || =1 folgt ||ul| = 1. AuBerdem gilt

k—o0

TUup, — w = A\u.

Wegen der Stetigkeit von 1" gilt aber auch folgende Konvergenz

Ty, k2o .
Also erhalten wir T'u = Au, das heiflt nichts anderes als, dass A Eigenwert von 7" mit
Eigenvektor u ist. N
Sei A nun ein weiterer Eigenwert von 7" mit einem Eigenvektor v, dann ist A = Rp(v) < A
Durch iteratives Fortsetzen des Verfahren erhélt man die Aussagen iiber die anderen
Eigenwerte. O

Definition 2.3.6 ((Schwacher) Inverser Laplace-Operator). Sei Q@ C R™ ein
beschrinktes, stickweise C'-berandetes Gebiet. Dann ist der (schwache) inverse
Laplace-Operator (mit homogenen Dirichlet- Randbedingungen)

AT LA(Q) — HY(Q), frs AT

definiert durch die nach Satz 2.2.9 fir jedes f € L*(Q) eine eindeutige Lisung
ATt f e HY(Q) von
/QVA‘lf-VgoJrfgodA:O

fiir alle o € H} ().

Satz 2.3.16 (Satz von Rellich). Sei Q wie in Definition 2.3.6, dann ist die
Einbettung
Id: H'(Q) — L*(Q)

ein kompakter Operator, das heifit, jede beschrinkte Folge in H () besitzt beziiglich
der L?-Norm eine konvergente Teilfolge.

Beweis. Wir unterteilen 2 in endlich viele Teilgebiete €2; mit Durchmesser < % und

definieren

T, : H(Q) — L*(Q) durch T,v|q, = Mq,v,

wobei Mg, v der Mittelwert von v auf €; ist. Da 93(T},) endlich-dimensional ist, ist 75, fiir
jedes n € N kompakt. )
Weiter ergibt sich mit Hilfe der Poincaré-Ungleichung mit Mittelwert (siehe Ubungen)

| Ty — V||%2(Q) = ZHMQJ-V - V||%2(Qj)
J

1
<c—- ZHVH?{(%(QJ-)
j

IA
o

2
2 ”VHH(}(Q)

1
< e ey
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woraus wir erhalten

e

lim ||7;, — Id]| < lim ~— = 0.
n—00 n—oo
Nach Lemma 2.3.3 muss daher Id : H'(Q) — L?*(Q2) kompakt sein. O

Satz 2.3.17 (Eigenschaften von —A™'). Der (schwache) inverse negative Laplace-
Operator —A~! ist ein injektiver, positiv semidefinierter, kompakter, selbstadjun-
gierter Operator auf L*(Q).

Beweis. Nach Satz 2.2.9 ist der (schwache) inverse negative Laplace-Operator —A~! :
L*(Q2) — H}(Q) wohldefiniert und fiir alle f € L?(Q) existiert ein ¢ > 0 mit

=27 fll o) < - [ fllzz@)-
Da nun V linear ist und auch, wegen der Linearitit vom Integral, —A~! linear ist, ist
—A71 L2(Q) — H(Q) stetig.
Aufgrund des Satzes von Rellich und nach Lemma 2.3.5 ist —A™' : L*(Q) — H}(Q) C

HY(Q) — L?(Q) = Id o (—A™!) kompakt als Operator von L?(§2) nach L*(9).
Weiter folgt aus —A~!f = 0, dass fiir alle p € C°(Q)

/Qfgod)\:O

gilt. Damit folgt dann aus dem Fundamentallemma der Variationsrechnung, dass f = 0
fast {iberall in Q gilt. Somit ist —A~! injektiv.

Sei nun g € L*(Q) und ¢ = —A~!g, dann gilt:
(f.=A7g) = [ VAT VATIgdA
— /QVA_lg CVA“Lf dA
= (g, A7 f) 2.
Also ist —A~! auch ein selbstadjungierter Operator. Und auBerdem gilt fiir f = g:

(f, A7 ) = /Q\VA“fP ) > 0.

Und somit ist —A~! auch ein positiv semidefiniter Operator. n
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Satz 2.3.18 (Spektralsatz fiir den Laplace-Operator). Sei Q) C R™ ein beschranktes
und stiickweise C-berandetes Gebiet. Sei A == (A1) : A™L(L2(Q)) — L2(Q)
der schwache Laplace-Operator, dann gilt:

1. 0p(—A) ={ A : k€ N} mit 0 < A\ < \g < ... sowie dim (Kern (A, Id +A)) <
00 und limy_soo A\, = 00.

2. Es existieren Funktionen ey, k € N aus H}(Q), so dass (ex)ren €in
vollstindiges Orthonormalsystem in L*(2) aus Eigenvektoren von —A ist,
das heifst, es gilt

Voeri() © (€ @)t = Meler, ) L2

und
(e} (o)
Vuer2@) : U= Z(ek,u>Lzek beziiglich L* und |ul|3> = Z(ek,uﬁ;z.
k=1 =1l
3.
[
A1 = min gIO:uGHé,u#O )
ez
(Il 1 |
Ak41 = min H H2° cu € Hy,u#0, u_Lspan{e;,j=1,...,k} ;.
ul|72

Beweisidee. Dieser Satz folgt aus dem Satz 2.3.17, der Bemerkung 20, dem Theorem 2.3.13
und dem Satz 2.3.15. Die Tatsache, dass es unendlich viele Eigenwerte gibt, folgt daraus,
dass L*() unendlich-dimensional ist, alle Eigenrdume aber nur endlich-dimensional.

[]
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3. Banachraumtheorie

3.1. Der Satz von Hahn-Banach und die Hauptsatze der
Banachraumtheorie

Der Satz von Hahn-Banach

Theorem 3.1.1 (Satz von Hahn-Banach). Sei X ein R-Vektorraum und sei

1. Die Abbildung p : X — R sublinear, das heifst, es gilt:
o Fir alle x,y € X gilt: p(x +y) < p(z) + p(y).
e Fir alle x € X und fir alle « > 0 gilt: p(ax) = ap(x).

2. Die Abbildung f :Y — R ist linear, wobei Y ein Untervektorraum von X ist.
3. Firallex €Y gilt f(x) < p(zx).

Dann gibt es eine lineare Abbildung F : X — R mit F(z) = f(x) firx € Y und
F(z) < p(x) firze X.

Beweis. Wir betrachten die Klasse aller Fortsetzungen von f, also
M :={(Z,g): Z sei ein Unterraum, Y C Z C X, g: Z — R linear, g = f auf Y, g < p auf Z}.

Betrachte irgendein (Z, g) € M mit Z # X und zp € X \ Z. Wir wollen g zumindest auf
Zoy:=span{Z U{z}} = Z Pspan{z} fortsetzen und gehen dabei folgendermafien vor.
Wir setzten fir z € Z und a € R

go(z + azy) == g(2) + ca

an. Dabei ist ¢ geeignet zu wahlen, so dass (Zy, go) € M ist.
Nun ist es klar, dass gy auf Z linear und gy = g = f auf Y ist. Es bleibt somit nur noch
zu zeigen, dass fiir alle z € Z und fiir alle o € R folgendes gilt

g(2) + ca < p(z + az). (3.1)

Nach Voraussetzung ist ¢ < p auf Z und damit ist obige Ungleichung schon fiir o = 0
erfullt.
Fiir a > 0 bedeutet dies:

c < l(p(z—i—ozzo)—g(z)) :p<Z+ZO> —g(;)

(07

und fir o < 0 bedeutet dies:
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Somit muss also

sup (9(2) =p(z = 20)) < ¢ < inf (p(z + 20) — 9(2))

gelten. Und dies ist moglich, denn es gilt fir alle z, 2’ € Z:

9(2" +2)
p(z' +2)=p(z' — 20+ 2z + 20)
p(2' — z0) + p(z + 20)

9(z') + 9(2)

<
<

und somit
g(2") —p(2' — 20) < p(z+ 2) — 9(2).

Um durch diesen Fortsetzungsprozess ein (X, F') € M zu finden, benutzen wir das zum
Auswahlaxiom aquivalente Lemma von Zorn:

Sei (M, <) eine nichtleere, partiell geordnete Menge (das heif§t, aus my; < mso und
me < mg folgt my < mg und fir alle m € M gilt m < m), so dass jede total geordnete
Teilmenge N (das heifit, fir alle ni,ny € N gilt ny < ng oder ny < ny) eine obere
Schranke besitzt (das heifit, es gibt ein m € M mit n < m fir alle n € N ). Dann besitzt
M ein mazimales Element (das heifst, es gilt mg € M, sodass fir alle m € M gilt: aus
mo < m folgt m < myg).

In unserem Fall hier ist dann eine Ordnung durch

(Z1,01) < (Za,92) & Z1C Zy N g2lz, = 31

definiert.

Sei also N C M total geordnet. Wir definieren
Ly = U Z,
(Z,9)eN

g«(x) = g(x), falls x € Z und (Z,g) € N.

Dann gilt folgende Inklusionen Y C Z, C X und g, ist wohldefiniert, denn fiir z € Z1 N Zs,
(Z1,01) € N und (Z,, g2) € N folgt wegen der totalen Ordnung von N:

(Zl7gl) S (Z2a92) \% (Z2a92) S (Z17gl)-
Im ersten Fall haben wir Z; C Z5 und ¢, = ¢g; auf Z;, also folgt, da x € Z; ist,
92(z) = g1 ().

Entsprechendes gilt fiir den zweiten Fall.
Die Eigenschaften g, = f auf Y und g, < p auf Z, tbertragen sich. Die Linearitéit
von Z, und g, sieht man wie folgendermaflen. Sind z,y € Z, und o € R, dann existiert

ein (Z;, g,) € N und ein (Z,, g,) € N mit

xTE Ly NYyELZ.
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Also gilt (ngz) < (Zyagy) oder (Zyagy) < (Zzagm)'
Damit haben wir fiir z,y € Z¢ mit { = y im ersten Fall und { = x im zweiten Fall
r+ay € Z: C Z, und

9«7 + ay) = ge(v + ay) = ge(z) + age(y) = g+(7) + 2g.(y).

Wir haben gezeigt, dass alle Voraussetzungen des Lemmas von Zorn erfillt sind. Somit
hat M mit (Z,g) ein maximales Element.

Letztendlich bleibt noch zu zeigen, dass Z = X gilt. Dies beweisen wir durch einen
Widerspruchsbeweis.

Angenommen Z # X, dann liefert der Fortsetzungsprozess vom Beginn des Beweises
ein (Zo,g90) € M mit (Z,9) < (Zy,90) und Zy # Z. Und damit haben wir schon den
gesuchten Widerspruch zur Maximalitat von (Z, g). Also muss Z = X gelten. O]

Satz 3.1.2 (Satz von Hahn-Banach fiir lineare Funktionale). Sei X ein normierter
K- Vektorraum und Y ein Untervektorraum (mit der Norm von X ). Dann gibt es
zu jedem y' aus dem Dualraum Y' ein &' € X' mit ' =y auf Y und

12"l = N1y [ly-
Beweis.
1. Fall: K =R.
Wir setzen p(z) := ||y ||y/||z||x fir alle z € X. Damit erhalten wir dann fir alle
yey:

YW < Iy llylly = 19y lyllx = py)-

Also gibt es nach Theorem 3.1.1 eine lineare Abbildung 2’ : X — R mit 2/ = ¢/ auf
Y und 2’ < p auf X. Somit gilt

to'(x) = ' (xx) < p(£z) = |yl [|2]lx,
deshalb folgt 2’ € X' mit ||2/||x < ||¢/||y-. Wegen 2’ = ¢ auf Y gilt aulerdem

1Yy = sup [y (y)|
yey,
llyll x <1

= sup [2'(y)|
yey,
llyll x <1

< [l2']|x-

Somit haben wir nun ||y/||y = ||2/|| x-.

2. Fall: K=C.
Wir fassen X und Y als normierte R-Vektorraume Xg und Yi auf (das heifit, dass
die Skalarmultiplikation nur fiir reelle Zahlen erfolgt, aber die Normen bleiben
erhalten). Weiter seien Xp und Y% die zugehorigen Dualrdume. Fur ¢ € Y ist dann
Yre = Re(y') € Yg mit [y, |ly; < [¢/[ly und

y'(z) = Re(y'(x)) + i - Im(y'(x)) =y, (x) — i -y (iz).
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Nach dem 1.Fall existiert eine Fortsetzung ., von y/, auf Xg mit

HSUEHX@ = Hy;‘eHYﬂé-
Definiere 2/(z) := ) (x) — i - 2! (iz), dann ist 2’ = ¢/ auf ¥ und 2’ : X — C ist
C-linear. Denn z’ ist R-linear und fir z € X ist
P(i5) = 2l (i) — i - 2l (—2) = 21(i2) + - 21, (2)
=i+ (=i 2l (i) + 2. (z))
=i-2'(x).

Sei z € X, dann hat 2/(z) € C eine Darstellung 2/(z) = r - ¥ mit § € R und r > 0.
Damit folgt dann:

|z'(z)] =7 =Re (e_wx'(x» = Re (x' (e_wx»
=a, (e‘@v)
< lzhellxg llwllx
= [I1yrellv =]l x
< 1Y lly llllx-
Daraus folgt, dass fir 2’ € X’ mit ||2'||x: < ||¢/||y-. Da 2’ Fortsetzung von ¢’ ist,
muss andererseits ||z’||xs > ||¢/||y gelten. Also gilt insgesamt

[l = 11yl

Anwendungen des Satzes von Hahn-Banach

Satz 3.1.3. Sei Y ein abgeschlossener Unterraum eines normierten Raumes X
und o ¢ Y. Dann gibt es ein ' € X' mit 2’ = 0 auf Y, ||2'||x = 1 und
2 (zg) = dist(zo, ).

Beweis. Wir definieren auf Yy := span{Y U {x¢}} = Y @ span{zy} fiir alle y € Y und
fir alle o € K
Yoy + axg) = adist(zg,Y).

Dann ist y;, : Yy — K linear und yj|y = 0.
Bleibt zu zeigen dass y, € Yy mit [lyplly; = 1 gilt. Dann folgt mit dem Satz von

Hahn-Banach fiir lineare Funktionale die Behauptung. Es gilt fiir y € Y und o # 0, dass
dist(zo,Y) < on - %yHX und somit folgt

—y
lyo(y + axo)| < |af - ||lzo — H = |loxo + yllx.
a X

Also haben wir y, € Yj mit [Jyply; < 1.
Da Y abgeschlossen ist, gilt dist(zg,Y) > 0, somit existiert dann auch fir alle ¢ > 0 ein
ye € Y, sodass ||zg — y:||x < (1+¢) - dist(zo,Y). Insgesamt folgt

Yo(wo — Ye) = dist(z0,Y) > 2o — yellx

14+¢
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und damit wegen o — y. # 0 auBlerdem

bl = T
Yollvg = 177
Und fiir ¢ — 0 erhalten wir [jyg|ly; > 1. O

Bemerkung 21. Satz 3.1.3 kann als Verallgemeinerung des Projektionssatzes fiir Hil-
bertrdume aufgefasst werden. Ist namlich X ein Hilbertraum, so definiere

RIS =]

wobei P die orthogonale Projektion aufY sei. Dann gilt nach dem Projektionssatz:
=0 auf Y und 2'(xo) = 2'(xg — Pxo) = ||(Id —P)x||
und auferdem ist |x'(x)| < ||z||x. Also hat 2’ die Eigenschaften aus Satz 3.1.3.
Korollar 3.1.4. Sei X ein normierter Raum und sei xo € X, dann gilt Folgendes:
1. Fir alle xg # 0 existiert ein xy € X' mit ||yl x = 1 und x((zo) = ||zol| x-
2. Ist 2'(xo) = 0 fir alle ' € X', dann ist zo = 0.

3. Sei Jxwxo(z') == x'(xo) fiir alle ' € X'. Dann ist Jxxg € X" mit ||Jxxo|| = |0l x,
wobei X" den Bidualraum beschreibt.

Beweis.
1. Folgt direkt aus dem Satz 3.1.3 mit Y = {0}.

2. Dies folgt dann direkt aus 1.

3. Nun gilt |Jxzo(z')| = |2/ (z0)| < [|2'||x7 - ||o]| x und falls zq # 0 ist, gilt |Jxxo(zf)| =
|z (x0)] = ||zo|lx mit z{, wie in 1.. Daraus folgt dann |Jxxo| > |[|zolx, also
[ Txxol| = [[zollx-

]

Theorem 3.1.5 (Trennungssatz). Sei X ein normierter Raum und M eine nicht
leere, abgeschlossene und konvezxe Teilmenge von X und xy € X\ M. Dann ezistieren
ein ' € X' und ein a € R mit Re(2'(z)) < « fiir alle z € M und Re (z'(x0)) > a.
Insbesondere ist ' # 0 und somit {x € X : Re(z'(x)) = a} eine Hyperebene.

Beweis.

1. Fall: K =R.
Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei 0 € M°. Denn anderenfalls wihle 7 € M
und ersetze xo durch 7y := r¢o — Z und M durch M = B, (M —2)mit 0 < r <
dist(zg, M). Ist der Satz dann fiir M und Zy mit 2’ und & bewiesen, so folgt dieser
Satz auch fiir M und zp mit 2’ und a := & + 2/(7).

Wir betrachten das sogenannte Minkowski-Funktional (verallgemeinerter Abstand)

p(z) ::inf{r>0mit f GM}
r
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2. Fall:

fir alle z € X. Da nun 0 € M° ist, gilt auch 0 < p(z) < oo fiir alle x € X und
auBerdem ist p < 1 auf M, p(xy) > 1 und p(0) = 0. Somit ist fir alle z,y € X und
alle a > 0:

plar) = ap(),
p(z+y) < p(r) +ply),

das heift, p ist sublinear, denn es gilt fiir r > 0:

xXr axr
—-eM & —e M
’

ar
und wegen der Konvexitdt von M erhalten wir dann fir ¥, * € M:
T + T T T S
A +-2L = - dem
r+s r+s r+s r+s r r+s s

Wir definieren f : span{zo} — R durch
axy — ap(xp).
Dadurch haben wir dann fir alle ¢ > 0:

f(azo) = p(axy).
Und fur alle ¢ < 0:
flaxo) = ap(wy) <0 < p(azo).

Daher existiert nach Theorem 3.1.1 (angewandt auf den Unterraum span{z,}) eine
lineare Fortsetzung F' von f auf X mit F' < p. Dann folgt

F <p<1auf M,
F(zo) = f(x0) = p(xo) > 1.

Da nun B,(0) € M fir ein p > 0 ist, gilt

1 1
reX = eEM = p(x) < §||x|| = F(z) < E||x||.

Sl

Somit gilt dann auch —F(z) = F(—z) < é“xH, und damit folgt /' € X’. Und damit
haben wir dieses Theorem fiir ' = F' und o = 1 gezeigt.

K=C.

Fasse X als R-Vektorraum X auf und erhalte ein Fgr € X} mit den gewiinschten
Eigenschaften.

Wie im Beweis von Satz 3.1.2 gehe dann zur Funktion F(x) := Fg(x) — i - Fr(iz)
iiber und erhalte so die Aussage des zu beweisenden Theorems.

[]

Bemerkung 22. Fir nicht konvere Mengen gibt es im Allgemeinen keine entsprechende
Aussage.
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Die Hauptsatze der Banachraumtheorie

Theorem 3.1.6 (Bairescher Kategoriensatz). Sei X ein nichtleerer vollstandiger
metrischer Raum und X = Upen Ax mit abgeschlossenen Mengen A C X. Dann
gibt es ein ko € N mit (Ag,)° # 0.

Beweis. Angenommen (Ay)° = () fiir alle £ € N. Dann ist X \ Ay nicht leer und offen.
Ebenso ist fiir alle nicht leere und offene Mengen U C X die Menge U\ Ay = UN(X \ Ag)
nichtleer und offen. Also existiert fiir alle k € N ein B.(z) C U \ Ay mit ¢ < ;.

Daher wéhlen wir induktiv Kugeln B, (zx) mit B., (zx) C Be, | (zx-1) \ Ax und g < %

Da wir nun z; € B, (x;) fir [ > k und ¢4 k2o haben, ist die Folge (xj)ren eine

Cauchy-Folge. Also existiert ein Grenzwert x := limy_,, 2z, € X und fur alle k£ ist
S ng (LCk)
Da nun aber B, (xx) N Ax = 0 gilt, folgt © & Upeny Ax = X, also ein Widerspruch. O

Theorem 3.1.7 (Prinzip der gleichméfigen Beschrénktheit). Sei X ein nichtleerer
vollstindiger metrischer Raum und Y sei ein normierter Raum. Sei weiter F C
C° (X,Y) mit supsez| f(x)|ly < oo fir jedes x € X. Dann existiert ein zo € X
und ein g9 > 0, sodass

sup sup||f(z)[ly < oo
xE€Be (z0) fer

qgilt.

Beweis. Fir f € Fund k€ Nist {x € X : ||f(x)|ly <k} eine abgeschlossene Menge.
Also ist der Schnitt

A= e e X @)y <k}
feFr

ebenfalls abgeschlossen mit Uey A = X
Nach Theorem 3.1.6 ist Ay, # 0 fir ein kg. Also existiert

Bag (1’0) Q Ak() .

Mit sup,cq, supse x| f(2)|ly < ko folgt dann die Behauptung. O

Theorem 3.1.8 (Satz von Banach-Steinhaus). Sei X ein Banachraum, Y ein
normierter Raum und T C Lin(X,Y) mit supper||Tx|ly < oo fir jedes x € X.
Dann ist T eine beschrinkte Menge in Lin(X,Y), das heifst

sup HTHLin(X,Y) < 0.
TeT

Beweis. Durch fr(z) := ||[Txz||y fir T € T, € X sind Funktionen fr € C°(X,R)
definiert. Und die Menge F := {fr : T € T} hat die Eigenschaften aus Theorem 3.1.7.
Daher existiert ein zy € X, ein ¢y > 0 und eine Konstante ¢ < 0o, sodass

|Tx||y <c

fir T'e€ T und ||z — x¢]|x < go gilt. Daraus folgt dann fir alle T € 7 und fur alle z # 0:

T
Ty = 12lx 5”X . HT(Q;O +eo
0

)~ T(a0)

]l x y
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Und damit gilt fir alle T' € T
2c

1T lLinex vy < —

€0

Satz 3.1.9. Sei X ein Banachraum, Y ein normierter Raum und T C Lin(X,Y)
mit der Eigenschaft, dass fir alle x € X und fir alley’ € Y' gilt: supper |y (Tz)| <
0o. Dann ist T eine beschrinkte Menge in Lin(X,Y).

Beweis. Fir x € X und fiir T € T ist nach Korollar 3.1.4 3. durch JyTz(y') = v/'(Tz)
fiir alle y' € Y ein Element aus (Y’)' = Lin(Y”,K) definiert mit ||JyTz|/yry = ||T|y.
Nach Voraussetzung ist supper|JyTx(y')| < oo fur alle y € Y.

Da Y” ein Banachraum ist, kann Theorem 3.1.8 auf die Menge

{JyTz € Lin(Y’",K), T € T} angewendet werden und liefert uns fiir alle x € X

SupHTxHY = SUpHJyTI”(y/)/ < 0.
TeT TeT

Dann erfiillt 7 die Voraussetzungen von Theorem 3.1.8 und daher liefert Theorem 3.1.8
die Behauptung. O

Definition 3.1.1 (Offene Abbildung). Seien X,Y zwei metrische Raume. Dann
heifit die Abbildung f : X — Y offen, falls gilt:

U offenin X = f(U) offen in'Y.

Bemerkung 23. Ist f bijektiv, so ist f genau dann offen, wenn f~' stetig ist.
Sind X,Y normierte Raume und ist die Abbildung T : X — Y linear, dann gilt:

T ist offen < Fs=o: Bs(0) C T(B1(0)).

Denn sei U offen und x € U. Dann wdhlen wir ein € > 0 mit B.(x) C U. Wegen der
Inklusion Bs(0) C T'(B1(0)) folgt

B.s(Tx) CT(B:(z)) CT(U) = T(U) ist offen.

Theorem 3.1.10 (Satz von der offenen Abbildung). Seien X und Y Banachrdume.
Dann gilt fir jedes T € Lin(X,Y)

T ist surjektiv < T ist offen.

Beweis.

” = 7 Da hier nun nach Voraussetzung 7' surjektiv ist gilt

Y = kU T (By(0)).

Nach Theorem 3.1.6 existiert dann ein ky € N und ein B, (yo) C Y fiir die gilt
B,y (y0) € T (By,(0)).
Daher existieren fiir alle y € B, (0) Punkte x; € By, (0) mit
lim Tx; = yo +vy.

1—>00
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Wahlen wir x¢g € X mit Tzy = 1, dann haben wir
T< Ty — Zo > i—00 Y
Ko + ||zl Ko + ||zl
ko + [|ol

Und so erhalten wir die Inklusion Bs(0) C T'(B1(0)) mit § = yREm ().

Wir méchten genau diese Inklusion ohne den Abschluss der Menge auf der rechten
Seite zeigen, gegebenfalls mit kleinerem 0.

(%) impliziert, dass fir y € Bs(0) ein 2 € By(0) existiert mit y — Tx € B;5(0).
Folglich gilt i

und
T; — X
L0

2(y — Tx) € Bs(0).

Daher wéhlen wir zu y € Bs(0) induktiv Punkte y, € Bs(0) und zx € B1(0) mit
yo =y und yx+1 = 2(yx — Txy). Dann haben wir

275 Yy =27 gy = T (Tkilik)

und daraus folgt dann

Wegen

(Z2)
k=0 meN

eine Cauchy-Folge in X. Da X vollstandig ist, existiert
T = Z 27 kg
k=0
in X mit ||z]| < 2. Wegen der Stetigkeit von 7" folgt weiter
— 1 - —k —
Tx —nll_r)réoT (;;)2 xk> =,

womit die Inklusion Bs(0) C T'(B2(0)) folgt. Dann gilt aber auch Bg(O) C T(B1(0))
und damit gilt nach der Bemerkung 23, dass T" offen ist.

Da fiir ein § > 0 die Inklusion B;(0) C T(B,(0)) gilt, ist Br(0) C T (B (0)) fir
alle R > 0 und damit ist 7" surjektiv.

]
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Theorem 3.1.11 (Satz von der inversen Abbildung). Sind X,Y Banachrdume
und T € Lin(X,Y'), dann gilt:

T ist bijektiv = T~ € Lin(Y, X).

Beweis. T~! ist offensichtlich linear. Nach Theorem 3.1.10 ist T offen. Nach der Bemer-
kung 23 folgt dann auch die Stetigkeit von 77! O

Theorem 3.1.12 (Satz vom abgeschlossenen Graphen). Seien X, Y Banachrdaume
und die Abbildung T : X — Y linear. Dann ist der Graph

graph(T) := {(z,Tz) e X xY : x € X}

genau dann abgeschlossenen in X XY, wenn T € Lin(X,Y).

Beweis.

7 < 7 Diese Richtung folgt direkt aus der Stetigkeit von 7. Denn aus z,, — z folgt, da
T nach Voraussetzung stetig ist, Tz, — T'z. Also gilt auch (z,,Tx,) — (z,Tx) €
graph(7').

7 = 7 Wir versehen X X Y mit der Norm

Gz, )l = Ml + [yl

Dann ist (X X Y, [|-]|) ein Banachraum und Z := graph(T) ist ein abgeschlossener
Unterraum von X x Y und ebenfalls ein Banachraum. Definiere fir (z,y) € Z

Px(xz,y) :=x und Py(z,y) :=1y.

Dann sind Px und Py linear und stetig. Aulerdem ist Px : Z — X eine bijektive
Abbildung. Nach Theorem 3.1.11 ist Py' € Lin(X, Z). Daher folgt

T = PyPy' € Lin(X,Y).

Definition 3.1.2 (Projektion auf Y). Sei X ein Vektorraum und Y C X ein
Untervektorraum. Eine lineare Abbildung P : X — X heifit (lineare) Projektion
auf Y falls

P>=P und R(P)=Y

gilt.

Lemma 3.1.13.
1. P ist genau dann eine Projektion aufY, wenn (P : X — Y wund P |y=1d) ist.
2. Fualls P: X — X eine Projektion ist, dann gilt X = Kern(P) @ R(P).

3. Falls P : X — X eine Projektion ist, so ist (Id —P) ebenfalls eine Projektion mit
e Kern(Id —P) = R(P),
e NR(Id—P) = Kern(P).
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4. Zu jedem Unterraum Y wvon X existiert eine Projektion aufY .

Beweis.

1. Dies folgt unmittelbar aus der Definition 3.1.2.
2. Fir alle z € X gilt
x=(r— Px)+ 5/55 :
€Kern(P) eR(P)
Ist nun = € Kern(P) NR(P), dann ist Pz = 0 und = = Px. Also z = 0.

3. Dies folgt durch direktes Nachrechnen.

4. Wir definieren
M :={(Z,P):Y C ZC X, Z ist Unterraum, P : Z — Y linear, P|y = Id},

versehen mit derselben Ordnung wie im Beweis des Satzes von Hahn-Banach.
Wie dort folgt auch hier mit dem Lemma von Zorn, dass M ein maximales Element
(Z, P) besitzt. Gébe es ein 2y € X \ Z, dann ist durch Z, := span{z} @ Z und
Py(z + az) = P(z) mit 2 € Z und a € K ein (Zy, Py)) € M mit (Z,P) <
(Zo, Py) (d.h. (Z, P) < (Zy, Py) und (Z, P) # (Zy, Py)) definiert. Womit wir einen
Widerspruch hétten.

]

Definition 3.1.3 (Stetige Projektion). Sei X ein normierter Raum. Dann ist
P(X) := {P € Lin(X) mit P* = P}

die Menge der stetigen Projektionen.

Lemma 3.1.14. Sei P € P(X), dann gilt:
1. Kern(P) und R(P) sind abgeschlossen.

2. ||P|| > 1 oder P =0.

Beweis.

1. Da P stetig ist, ist Kern(P) = P~1(0) abgeschlossen. Weil nun (Id —P) stetig ist
und nach Lemma 3.1.13 eine Projektion beschreibt, ist auch R(P) = Kern(Id —P) =
(Id —P)~1(0) abgeschlossen.

2. Es gilt
1Pl = 11P2[l < [|P]I?

und damit folgt offensichtlich ||P|| > 1 oder P = 0.

Satz 3.1.15 (Satz vom abgeschlossenen Komplement). Sei X ein Banachraum,
Y C X ein abgeschlossener Unterraum und Z C X ein weiterer Unterraum mit
Y@ Z = X. Dann ist dquivalent:

(1) Es gibt eine stetige Projektion P aufY mit Z = Kern(P).

(2) Z ist abgeschlossen.
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Beweis.

(1) = (2):
Kern(P) ist abgeschlossen.

(2) = (1):
Betrachte den Banachraum X := Z x Y mit der Norm 1z, )l 5 = llzllx + llylx
fir z € Z, y € Y und definiere T'(2,y) ==z +y.
Da X = Z@Y gilt, ist die Abbildung 7" : X — X linear und bijektiv. Wir
definieren weiter Py : X — Z und Py : X — Y fir x € X durch

T 'z = (Pgx, Pyx).

Dann sind Pz und Py linear. Wegen T~ (y) = (0,y) fiir alle y € Y, ist Py|y = 1d,
also eine Projektion auf Y.

Wegen ||Pyx|x < ||T7'z||; ist Py stetig, falls 77! stetig ist. Wegen ||T'(z,y)||x <
|(2,y)|| 5 ist T' stetig, sodass mit dem Satz von der inversen Abbildung 3.1.11 die
Stetigkeit von T~! folgt.

]

Bemerkung 24. Ist Y ein abgeschlossener Unterraum eines Hilbertraumes H, dann
ist nach dem Projektionssatz die orthogonale Projektion P aufY eine stetige Projektion
auf Y im Sinne der obigen Definition 3.1.3 und H =Y @Y+ mit Y,Y+ abgeschlossen.
Wegen der Besselschen Ungleichung ist ||P|| < 1, und daher wegen Lemma 3.1.14 ist
|P|| =1 oder P =0.

Satz 3.1.16. Sei X ein normierter Raum, E ein n-dimensionaler Unterraum mit
Basis {e; : i =1,...,n} und Y ein abgeschlossener Unterraum mit Y N E = {0}.
Dann gilt:

1. Es gibt ey, ....e;, € X' mit € |y= 0 und €/(e;) = d;;.
2. Es gibt eine stetige Projektion P auf E mit Y C Kern(P).
Bewers.

1. Es sind Y :=span{ey : k # j} @Y abgeschlossene Unterrdume und e; ¢ Y. Nach
Satz 3.1.3 gibt es ein e} € X' mit € |y,= 0 und €(e;) = 1.

2. Wir definieren Pz := }77_, €/(z)e;. Dann leistet P das Gewiinschte.
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3.2. Kompakte Operatoren und adjungierte Operatoren
auf Banachraumen

Theorem 3.2.1 (Jordansche Normalform fiir kompakte Operatoren). Sei X ein
Banachraum und T ein kompakter Operator auf X. Dann gelten:

1. Die Aussagen aus Satz 2.3.12.
2. Fir A€ o(T)\ {0} ist
1 <ny:=max{n € N: Ken ((\Id =7)""") # Kern (A\1d—T)")} < oc.
Die Zahl ny € N heifst Ordnung von .
3. (Riesz-Zerlegung) Fir A € o(T) \ {0} gilt
X =Kern (AN d-7)") PR ((A1d-T)").

Beide Unterrdume sind abgeschlossen und T-invariant. Und der sogenannte
charakteristische Unterraum Kern (A\Id —T7")"*) ist endlich-dimensional.

4. Sei A € op(T), dann gibt es firn =1,...,n\ Unterrdume
E, C Kern ((A\Id—=T)") \ Kern (()\ Id —T)”_l), sodass

n)
Kern (AId—1)") = €D N
k=1

mit Ny, = @t (\1d =T)" (E},) gilt.

5. Die Unterrdume Ny (k = 1,...,ny) sind T-invariant und die Dimensionen

di, := dim (()\ 1d-T) (Ek)> sind unabhdngig von |l € {0,...,k — 1}.

6. Sind {ey;: j=1,...,dy} Basen von Ej, so ist
{()\Id —T)le;w 0<l<k<ny,, 1<j< dk} eine Basis von
Kern (AId =7)"*) und mit

xr = Z Oék,j,l ()\Id —T)l ekJ

kil
und y =" Byji (A1d —T)l €k,
k.l
ist Tx =y dquivalent zu
Br.jk—1 A -1 -0 Qg j k—1
: : —1 :
/Bk,j,() o --- Ce . by ak,j,o
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Beweis.
1. Siehe Beweis Satz 2.3.12.

2. Bekanntlich gilt fir alle n € N:

Kern (AT =7)""") € Kern (A1d =T)").

Wir nehmen fiir alle n > 1 zunéchst an, dass Kern ((/\ Id —T)”_l) C Kern (A\Id=T7)")
sel.

Wahle analog zum Beweis von Satz 2.3.12 mit Hilfe des Lemmas von Riesz ein
z, € Kern (AId =T)") mit ||z,|| = 1 und dist (:L"n, Kern (()\ Id —T)"fl)) > 1 (%).
Dann erhalten wir fir all m <n

(AId =T) 2 + Azy — (\1d =T) 2, € Kern (A1d=7)""")

und mit (x) folgt dann

120 — T = Az — (Md =T) 20 + Az — (A1d =T) 2, )| > ‘;' > 0.

Andererseits ist (z,),eny eine beschréankte Folge. Hier ist der Widerspruch zur
Kompaktheit von T'. Also existiert ein n € N mit
Kern (A1d =7)""") = Kern (AId =T)"). Und somit folgt fiir alle m > n

v € Kern (A\d=T)") = (AId=T)" "z € Kern (\1d =T)") = Kern (AId =T)""")
Damit ist (AId —7)""""""" 2 =0 und z € Kern ((/\ Id —T)m_l), also

Kern (AId =T)") = Kern (A1d —7)" ).
Induktiv folgt dann fir alle m > n:
Kern (AId —=7)™) = Kern (A Id —=T7)") .
Also ist ny endlich. Und wegen Kern (AId —T") # {0} ist ny > 1.

3. Esgilt Kern (A Id=T)") @R (A —T)™) C X, denn fir z € Kern (AId—=7)"*)N
R(AIA=T)") gilt  AId—T)" 2z =0und x = (A\Id —T)™ y fiir ein y € X. Daraus
folgt dann

(AId—=T)*™ y =0,

also

y € Kern (\1d =7)*).

Unter Ausnutzung von 2. erhalten wir
y € Kern (AId=7)"),

also
r=A\Id-T)"y=0.
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Weiterhin hat (AId —7")"* die Gestalt:

A
M d=T)™ =A™ 1d+ > (’?) AR (_T)E
k=1

€K (X) nach Satz 2.3.5

Zeige als Zwischenschritt:
Sei T € K(X) und 0 # X € K, dann gilt:

codim (% (A = T)) < dim (Kern (A = 7))
Dabei ist in X die codim(Y') = dim(Z) fir Z mit X =Y § Z.

Anmerkung: Wir werden spéter sehen, dass sogar =" in der obigen Ungleichung
gilt.

Beweis des Zwischenschritts. Nach Satz 2.3.6 ist n := dim (Kern (/\ — T)) endlich.
Auflerdem konnen wir ohne Beeintrachtigung der Allgemeinheit A = 1 annehmen.
Sei {1, ...,x,} eine Basis von Kern (1 -7 ) Ware die obige Ungleichung falsch,
dann gébe es linear unabhéngige Vektoren 1, ..., ¥,, sodass

Span{yb?yn}@%(l_T) gX _
Nach Satz 3.1.16 (beachte, dass nach Satz 2.3.6 23(1 — T') abgeschlossen ist) gibt es
Y, ...z, € X' mit

3, (21) = Ok

fur alle k,1 =1, ..., n. Weiter definieren wir

To:=Tzx+ > @ (z)y.
k=1
Damit ist dann T' € K (X), weil T € K(X) und R (% - f) endliche Dimension
hat. Auflerdem gilt

Kern (1 - %) = {0},

denn aus (1 -T > x = 0 folgt nach Wahl der y; zunéchst (1 — f) x = 0 und
2 (x) =0 fur alle k =1, ...,n. Wegen z € Kern (1 — T) existiert die Darstellung

n
T = Z AT -
k=1

Folglich gilt fir alle [ =1,...,n

n

0=uaj(z) = apaj(zx) = au.

k=1

Also x = 0. _ -
Nach Satz 2.3.6 gilt: 1 — T ist injektiv genau dann, wenn 1 — T surjektiv ist. Somit

istsr{<1—f> - X.
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Wegen (1 — %) r=—yfirl=1,...,nund (1 — T) (z — XL, my(2)my) = (1 — f) x
fiir alle z € X ist

X =R (1 — T) C span{yi, ... yn} PR (1 — T) .

ein Widerspruch! Also ist der Zwischenschritt bewiesen. H

Wegen codim (R (A — 7)) < dim (Kern (A — T)™)) < oo folgt
X =Ken(A=T)")PR(N-T)")
wobei beide Unterrdume abgeschlossen sind.

Da T mit (A — T') vertauschbar ist, das heifit T(A —T) = (A — T)T, ist T auch mit
(A —T)™ vertauschbar. Daher sind beide Unterrdaume 7-invariant.

4. ;5. und 6. zeigt man wie beim Beweis der Jordanschen Normalform in der Linearen
Algebra beziehungsweise Algebra.
O
Korollar 3.2.2. In der Situation von Theorem 3.2.1 gilt auflerdem:
1. Fiir X € o(T) \ {0} ist o (Tloxr—ryms)) = o(T) \ {A}.

2. Ist Py fir A € o(T) \ {0} die (stetige) Projektion auf Kern (A —T)™) gemdf der
Zerlegung aus Theorem 3.2.1 3., dann gilt fir alle \,u € o(T) \ {0}:

P\P, = 6,,P.

Beweis.

1. Sei T} die Einschrénkung von 7" auf R((A —7)™*). Dann ist T\ € K(R((A—T1)™)),
wobei R((A — T')") nach Satz 2.3.6 2. ein abgeschlossener Unterraum und somit
ein Banachraum ist. Hierbei wurde ausgenutzt, dass 7' und (A — 7)™ kommutieren.
Auflerdem gilt

Kern (A —=T)) = Kern (A —=T)NR((A—-T)") = {0}.
Daher folgt mit Satz 2.3.6 3., angewandt auf T), dass R(A — T)) = R((\ —T)™)
ist. Somit ist A € (7)) ist. Es bleibt noch zu zeigen, dass
a(DONAY = a(T)\{A}.
Sei p € C\{\}. Nach Theorem 3.2.1 3. ist der Kern von (A — 7)™ invariant unter
w—T. AuBlerdem ist p — T auf diesem Unterraum injektiv. Denn x € Kern (1 — 7))
bedeutet (A — p)z = (A — T)z. Gilt dann zusétzlich (A — 7)™z = 0 fir ein m > 1,
so folgt
A=A =T)""t'z=\N=T)"z = 0.

Wegen A # p muss (A —T)™ 1z = 0 sein. Daraus ergibt sich induktiv, dass x = 0
ist. Damit ist gezeigt, dass

Kern (1 —T)NKern (A =T)") = {0}
fir alle m > 1 gilt. Fiir m = n, bedeutet dies die Injektivitat von p — T auf

Kern ((A—1T)"). Da dieser Raum endlich-dimensional ist, muss p — 7" auch bijektiv
auf Kern ((A — 7")™) sein. Das heifit aber, dass p € o(7T") genau dann gilt, wenn

ne Q(T)\) ist.
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2. Es seien A, € o(T)\{0} verschieden und Ay = X\ — T sowie A, = pr — 7. Nun hat
jedes ¥ € Kern (A7) geméf der Riesz-Zerlegung von X in Kern (A3*) @ R(AYY)
eine Darstellung z = z+y. Da beide Unterrdume invariant unter 7', also auch unter
A, sind, folgt

0=Arx=Arz+ Aty
mit A7rz € Kern (A}Y) und Ajry € R(AYY) und daher 0 = Aj»z. Da wie oben
gezeigt A, auf Kern (AY*) bijektiv ist und damit auch Aj», folgt z = 0, das heif}t
xr € R(AY). Wir haben somit gezeigt, dass

Kern (A}) € R(AY),

also
R(P,) C Kern Py
und damit PP, = 0 gilt.
O

Korollar 3.2.3. Ist T € K(X), wobei X ein Banachraum und \ € o(T) \ {0} sei, dann
hat die Resolventenfunktion u v R(u,T) in X einen (isolierten) Pol der Ordnung ny.
Das heifst,

po=r (=) R, T)
kann in X holomorph fortgesetzt werden und der Wert in X ist ungleich Null.

Beweis. Betrachte die Zerlegung
X=Ken(A=T)")PR(N-T)")

=R(Py) =Kern(Py)

und TO = T|ER(P>\)7 Tl = T‘Kern(P)\)-
Da A ein isolierter Punkt von o(7') ist, existiert ein > 0 mit B, (A) \ {\} C o(7"). Daraus
folgt

B\ (N C ofTy).

Mit Korollar 3.2.2 1. gilt fir alle 0 < |u| < r
RA+u,T)=RAN+pu,To) P\ + RO+ u,T1) (Id—Py) .

Nun ist nach Satz 2.3.9 R (A + p, T3) holomorph in B,.(0).
Betrachte

o

S(u) => (T =N

k=1
fiir u # 0. Dann folgt

X

S(0) (1) = To) = 3o (T = W = Y (T = 0
= IICdl—pf”* (Ty — )™ = Idl?ﬂ
Ebenso ist (A + p) — Tp) S(u) = Id. Daraus folgt dann
R(A+p,To) = S(p)

und damit die Behauptung. O
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Definition 3.2.1 (Adjungierter Operator). Seien X,Y normierte Raume und
T € Lin(X,Y). Dann heifit der durch

Ty (x) =y (T'x)

fir alle y' € Y und fiir alle v € X definierte Operator T" : Y' — X' der adjungierte
Operator oder die Adjungierte zu T'.

Satz 3.2.4.
1. T — T ist eine lineare Isometrie von Lin(X,Y") nach Lin(Y’, X').
2. Fiir alle Ty € Lin(X,Y") und fir alle Ty € Lin(Y, Z) gilt (TxTy) = T{Ty.

3. Sei Jx : X — X" definiert durch x — Jxx mit Jxx(z') = o' (x) fir alle
x € X. Und analog Jy : Y — Y". Dann gilt:

T"Jx = JyT.
Beweis.
1. Fur T € Lin(X,Y) und ' € Y ist ¢/(Tx) linear in x mit
1/ (T2)] < Tzl lly Iy < TNzl Ty

Also ist durch T"y'(z) = y/(Tx) ein Element T"y" € X’ definiert mit ||77y/||x» <
1Tl |-

Auflerdem ist T"y’ linear in ¢/, also ist 7" € Lin(Y’, X’) mit ||7"|] < ||T'||. Nun gilt
fir [/ [ly < 1T und [[zflx <1

I 2 N T'Y Nl = T ()] = |y (T)].

Ist Tz # 0, dann gibt es nach Korollar 3.1.4 1. ein ¢ € Y’ mit [|y/||y» = 1 und
y'(T'z) = ||Tz||y. Somit folgt
17N> 1Tl

und damit
|T']| > sup [Ty = ||T].

llzllx <1

Also ist | T7|| = ||T]-

2. Es gilt
(TyTh) 2 () = 2/ (ToTix) = Ty (Thx) = TiT52' (x).

3. Es gilt
T"Ixx(y') = Jxx(T'y') =T (z) = y'(Tx) = JyTx(y').

Bemerkung 25.
1. Falls X =Y =R" mit T = (a,;), dann gilt T' = (a,;)" = (a;;) = T*.

2. Falls X =Y = C" mit T = (a;;), dann gilt T' = (a;;)" #T* = (a;)".
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8. Falls X =Y = L*([0,1],C) mit Tf (v) = [y & (&,v) f (&) d€, dann folgt

50 = [ 5046 £ de
und T () = [ R )£ (©) de

4. Sind X,Y Hilbertraume und seien Rx : X — X', Ry : Y — Y’ die Isometrien aus
dem Rieszschen Darstellungssatz, das heifit Ry (y1)(y2) = (Y2, y1)y mity1 — Ry (y1),
dann gilt

T* = RY'T'Ry.

Denn aus T'Ry (y1)(x1) = (Tx1, 1)y = (@1, T*y1)x folgt R T'Ry (y1) = T*y1.

Satz 3.2.5 (Satz von Schauder). Seien X,Y Banachrdiume und T' € Lin(X,Y),
dann gilt:
TeKX,)Y) e TeKY,X).

Bewess.

7= " Sei (y,,) CY' mit ||ly,|| <1. Esist K :=7TB;(0) CY kompakt und
on = Y.|lx € C°(K). Die Menge {p, : n € N} C C°K) ist beschrinkt und
gleichgradig stetig. Denn es gilt:

lenllcoy = sup |y, (Tx)|
meBl(O)H’—’
Ty (z)

= Ty,
< Tyl
< T| < oo

Und weiter

(1) = en(y2)| = [y, (1) =y, (y2)|
< lynllllyr — w2l
——

<1

< [lyr — el

Nach Arzela-Ascoli existiert eine konvergente Teilfolge (¢n, ),y Damit folgt dann

1Ty, — Ty, || = sup |y, (Tz) —y,, (Tz)]
z€B1(0)

= |l¢n, — (PanCO(K)'

k,l—o0

—0

Also ist (T’ y;k)k eine Cauchy-Folge und damit auch konvergent.

”? <=7 Nach dem gerade gezeigten ist 7" € K (X" Y"). Nach Satz 3.2.4 3. ist T = J;,*T" Jx,
da ebenfalls nach Satz 3.2.4 3. der Wertebereich von T”.Jy im abgeschlossenen
Unterraum PR(JyT') enthalten ist. Die Kompaktheit von 7' folgt dann nach dem
Lemma 2.3.5.
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Satz 3.2.6. Fiir Unterrdume Z C X sei der Annihilator Z° definiert durch
7% = {2’ € X' mit 2'(z) =0 fiir allex € Z} .

Dann gilt:

1. Ist X ein Hilbertraum und Rx wie in Bemerkung 25, dann ist Z° = Ry (ZL).

2. Fir T € Lin(X,Y) gilt Kern(T") = R(T)°.

3. Ist Z abgeschlossen mit codim(Z) < oo, dann gilt dim(Z°) = codim(Z).
Bewets.

1. Dies folgt direkt aus den entsprechenden Definitionen.

2. Dies folgt direkt aus der Aquivalenz fiir alle z € X

y € Kern(T') & 0=T"yY(x) =y (Tx).

3. Seien xq,...,x, € X linear unabhéngig mit X = Z @ span{xy,...,x,}. Nach Satz
3.1.16 gibt es Funktionale ', ..., z}, € X' mit 2|z = 0 und 2;(z;) = d;;. Daher sind
die z; € ZY auch linear unabhéngig.

Ist o’ irgendein Funktional aus Z° und z = 2 + 3", yz; € X mit z € Z, o; € K,
dann gilt

2 (z) = iaix’(:ci)
= zn: ;' (x)) (a:;(:vl))

Somit folgt
7° = span{z}, ..., 2}

und damit ist klar
dim (ZO) =n.

Satz 3.2.7. Seien X,Y Banachriume und T € Lin(X,Y). Dann ezistiert ein

T-' e Lin(Y, X) genau dann, wenn (T')"" € Lin(X',Y") existiert und es gilt
() =)

Beweis. Ist T invertierbar, dann gilt nach Satz 3.2.4:

Id = (T'7)Y =7(r')Y und Id = (T7Y'T,
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das heiit (7")~' = (T') € Lin(X',Y").

Nun sei 7”7 invertierbar. Dann ist nach dem eben Gezeigten T"” invertierbar und bildet
daher abgeschlossene Mengen wieder in solche ab. Da Jx und Jy Isometrien sind, folgt
aus Satz 3.2.4 3., dass

R(HT) = R(T"Ix) = T"(R(Jx))
abgeschlossen in Y ist. Also ist auch
R(T) = Jy (R(IyT))
abgeschlossen. Da T” injektiv ist, folgt aus Satz 3.2.6, dass
{0} = Kern (T") = R(T)"

gilt. Nach Satz 3.1.3 muss dann Y = R(T) = R(T) sein. Also ist T surjektiv. Da
T" injektiv ist, folgt {0} = Kern (7" Jx) = Kern (JyT) = Kern (T'), womit auch die
Injektivitat von T bewiesen ist. Die Stetigkeit von 7! folgt dann nach dem Satz von der
inversen Abbildung (Theorem 3.1.11). O

Theorem 3.2.8 (Fredholmsche Alternative). Sei X ein Banachraum, T € K(X)
und X\ # 0. Dann besitzt das Gleichungssystem Tx — Az = y genau dann eine Lisung
x € X, falls 2'(y) = 0 fir alle Losungen ' € X' der homogenen adjungierten
Gleichung T'x' — X\x’ = 0 ist.

Die dadurch gegebene Anzahl der Nebenbedingungen an y ist dann gleich der Anzahl
der linear unabhdngiger Losungen der homogenen Gleichung Tz — Az = 0.

Beweis. Die Bedingung z'(y) = 0 fiir alle Losungen 2’ € X’ von T"2’ — Az’ = 0 ist nach
Satz 3.2.6 2. aquivalent zu 2/(y) = 0 fiir alle 2’ € (% (T — \))°. Da R (T — \) auf Grund
von Satz 2.3.6 abgeschlossen ist, ist wegen Satz 3.1.3 die obige Bedingung auch dquivalent
zuy € R(T — N), also zur Losbarkeit von (T'— \) z = y.

Die Aussage iiber die Anzahl der Nebenbedingungen ergibt sich folgendermafien. Nach
Satz 3.2.4 3. gilt:

Kern (A = T)" Jx) = Kern (Jy (A = 7)) = Kern (A = 7).
Da Jx injektiv ist folgt

dim (Kern (A — 7)) < dim (Kern (A —1T7)")). (3.2)
Nach Satz 3.2.6 ist aulerdem
dim (Kern (A — 7)) = dim (58 (A — T))°) = codim (R (A — T)), (3.3)
somit folgt
dim (Kern (A = 7)")) = codim (R (A= 1T)")) . (3.4)
Nach dem Zwischenschritt aus dem Beweis von Satz 3.2.1 gilt
codim (R (A —1T')) < dim (Kern (A —T)). (3.5)

Nach Satz 3.2.5 kann dies auch auf (A — T')" angewandt werden, so dass gilt:
codim (R ((A = T7)")) < dim (Kern (A —=T)")) . (3.6)
Fasst man nun (3.2)-(3.6) zusammen, so ergibt sich
dim (Kern (A — 7)) = dim (Kern (A — 7)) = codim (R (A = T))),,
was die Aussage iiber die Anzahl der Nebenbedingungen an y liefert. m
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3.3. Lokal konvexe und schwache Topologien

Um den Einstieg in diesen Abschnitt etwas zu vereinfachen, befinden sich im Anhang
alle relevanten Definitionen und Satze aus der Topologie, die hier benotigt werden.

Sei X ein Vektorraum und (pq),; mit einer beliebigen Indexmenge I eine Familie von
Halbnormen auf X. Fiir jedes x € X definiere

Ue,H(z) = {y € X: vozEH :pa(‘r - y) < 8}7

wobei H eine endliche Teilmenge von [ sei. Weiter definieren wir

V(z) :={U.nu(x): ¢ >0, HC I endlich},
U(z) = {U CX:Jyeyw: VC U} :
T = {0 C X : Vacovevw) : V C o}.

Dann erhalten wir:

Satz 3.3.1. (X,T) ist ein topologischer Raum. Fir jedes x € X ist U(x) der
Umgebungsfilter von x und V(z) die Umgebungsbasis von x.

T heifit die von (pa),e; induzierte lokal konvexe Topologie auf X und (X,T) ein
lokal konvexer (topologischer) Raum. (Lokal konvex deshalb, weil es fir jedes x € X
eine Umgebungsbasis aus konvexen Mengen gibt.)

Beweis. Man priift direkt nach, dass U(x) die Axiome eines Umgebungsfilters erfiillt,
siehe Satz A.0.2 a). Dann folgen die Behauptungen aus Satz A.0.2 b). Fiir nédhere Details
siehe [3]. O

Bemerkung 26. Der topologische Raum (X, T) ist bereits eindeutig festgelegt durch die
Nullumgebungsbasis V(0), denn es gilt:

V(z) =x+ V(0),
U(x) =z +U(0).

Beispiel 19. Sei X ein normierter Raum und X' der Dualraum.

a) Fir alle v € X ist (por) ey = |2'(x)| eine Familie von Halbnormen, welche
die sogenannte schwache Topologie o (X, X') auf X induziert. o (X, X’) ist die
schwachste Topologie auf X, beziiglich der alle ' € X' stetig sind.

b) Fiir alle v' € X' ist (py),cx mit p(2') := |2'(x)| eine Familie von Halbnormen auf
X', welche die sogenannte schwach* Topologie o (X', X) auf X’ induziert.

Lemma 3.3.2. Sei (X, T) ein von der Halbnormfamilie (pa),c; induzierter lokal konvezer
topologischer Raum. Dann sind dquivalent:

n— o0

(1) x, — x.

n—oo

(2) x, —x —— 0.
n—oo

(3) Fir alle o € 1 gilt po(z, — ) — 0.

Beweis. Der Beweis folgt direkt aus den entsprechenden Definitionen (ﬁbungsaufgabe).
m
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Beispiel 20. Sei X ein normierter Raum. Dann sind dquivalent:

(1) z, =% x beziiglich der schwachen Topologie o(X, X").
(2) Fir alle v’ € X' gilt |2/ (z,, — )| === 0.

(3) Fiir alle v’ € X' gilt o' (z,) == 2'(z).

Man sagt dann, dass (x,)nen fiir n — oo schwach gegen = konvergiert.
Kurzschreibweise: x, — x fiir n — oo.

Des Weiteren sind dquivalent:

(1) o', =255 o' beziglich der schwach* Topologie o (X', X).

(2) Fiir alle x € X gilt |(z], — 2') (z)| === 0.

n—oo

(3) Fir alle x € X gilt 2 (x) —— 2'(z).

Man sagt dann, dass (x}), .y fiir n — oo schwach* gegen x’ konvergiert.

neN
. . * .
Kurzschreibweise: x!, = x' fiir n — oo.

Lemma 3.3.3. Sei (X,T) ein von der Halbnormfamilie P = (pa),; induzierter lokal
konvezer topologischer Raum. Dann sind dquivalent:

(1) (X,T) ist ein Hausdorffraum.

(2) Vaex\{o} Ipacp @ Dalx) # 0.
Beweis. Der Beweis folgt direkt aus den entsprechenden Definitionen. Fiir nahere Details
siehe [4]. 0

Lemma 3.3.4. Seien (X, Tp) und (Y,Tq) von den Halbnormfamilien P = (pa),er, b2w.
Q= (qﬂ>ﬁely induzierte lokal konvexe topologische Rdume und sei T : X — Y linear.
Dann sind dquivalent:

(1) T ist stetig.
(2) T ist stetig in 0.

(3) Fiir alle qz € Q) existiert eine endliche Teilmenge H C Ix und ein M > 0, sodass
fir alle x € X gilt:

< .
gp(Tw) < M - max pa ().

Beweis. Der Beweis erfolgt durch Verallgemeinerung des Beweises der entsprechenden

Aussagen tiber stetige lineare Abbildungen in normierten Rédumen. Fiir ndhere Details

siehe [4]. O

Korollar 3.3.5. Sei (X, T) ein von der Halbnormfamilie P = (pa),c; induzierter lokal

konvexer topologischer Raum. Fine lineare Abbildung T : X — K ist genau dann stetig,

falls es endlich viele pq,...,p, € P und ein M > 0 gibt, sodass fir alle x € X gilt:
T(@) < M- max pi(a)

Beweis siehe [4].

Definition 3.3.1 (Dualraum). Sei (X,T) ein lokal konvezer topologischer Raum.
Die Menge aller (beziiglich T ) stetigen linearen Abbildungen T : X — K nennt
man_den Dualraum X' von X.

Bemerkung 27. Es gibt Verallgemeinerungen des Satzes von Hahn-Banach und der
Trennungssdatze fir lokal konvere Raume. Fir ndhere Details siehe [4).

83



Distributionen

Sei 2 C R eine offene Teilmenge und D(Q) := C°(Q2). Des Weiteren seien Halbnormen
(Pm)men, definiert durch

() == sup [|07p(2)[looa).
IB]<m

Sei auflerdem (p,)aecs; die Familie aller Halbnormen, fir die Folgendes gilt: fiur alle
kompakte Teilmengen K C Q existieren C,m > 0, sodass fir alle ¢ € C*(K) die
Ungleichung

Pa() < Cpm(p)
erfiillt ist. Dann erzeugt (pa)acs eine lokal konvexe Topologie Tp auf D().

Dies impliziert, dass ¢, —— ¢ beziiglich Tp genau dann gilt, wenn eine kompakte
Teilmenge K C (Q existiert, sodass supp(¢,) C K und supp(y) C K fiir alle n € N gilt

n—oo

und zusétzlich (|05, ||cox) —— [|02¢]|cox) fiir alle § € N erfillt ist.

Sei D'(2) der Dualraum von (D(Q2), Tp). Dann heifien die Elemente von D'(2) Dis-
tributionen auf €). Analog zum Fall von normierten Rdumen nennt man die von der

Halbnormfamilie (p,),cp o) mit

fir alle T € D'(Q2) auf D’'(2) induzierte lokal konvexe Topologie, die schwach* Topologie
o (D'(€), D(Q2)).

Somit konvergiert T, fiir n — oo beztiglich der schwach* Topologie o (D'(2), D(£2)) genau
dann gegen T', wenn T,,(¢) fiir n — oo gegen T'(p) konvergiert fir alle p € D(Q).

AuBlerdem gilt:
Lemma 3.3.6. Seien Q und (py)men, wie oben. Dann gilt:

a) Ist K C Q kompakt und D () := C°(K), so stimmen die von (pm)men, €rzeugte
lokal konvexe Topologie Tk auf D (2) mit der Relativtopologie von (D(2), Tp) auf
Dk (Q) dberein.

b) (D(Q),Tp) ist ein Hausdorffraum.

Beweis siehe [4].

Lemma 3.3.7. Sei T : D(Q) — K linear. Dann sind dquivalent:
1. TeD'(Q).
2. Fiir alle kompakten Mengen K C Q gilt T|p, (o) € (Dr(Q))".

3. Fir alle kompakte Mengen K C ) existieren ein m € Ng und ein C' > 0, sodass fiir
alle ¢ € Di(R) die Ungleichung

Tl < C - sup |02 coq)

|B]<m

qgilt.

84



4. T st folgenstetig in 0, das heifit, falls ¢, fir n — oo in (D(Q),Tp) gegen 0
n—oo

konvergiert, so folgt T'p, —— Q.

5. T ist folgenstetig, das heifit, falls o, firn — oo in (D(2), Tp) gegen ¢ konvergiert,
n—r0o0,

so folgt Ty, —— Tp.

Beweis. Man zeigt, dass die behaupteten Aquivalenzen darauf beruhen, dass (Dg (Q), Tx)
von einer abzéhlbaren Halbnormfamilie erzeugt wird und daher (Dg(€2), T ) metrisierbar
ist. Fiir ndhere Details siche [4]. O

Bemerkung 28.

1. Sei f € Li,.(Q), wobei L}, .(Q) die Menge aller messbaren Funktionen auf Q (modulo
Nullmengen) ist, welche fiir jede kompakte Teilmenge K C Q in L*(K) liegen. Dann

ist durch
= /Q fWey) d

fir alle p € D(Q) eine Distribution definiert.

Wegen des Fundamentallemmas der Variationsrechnung ist f — Ty als Abbildung
von L}, () nach D'(Q) injektiv.

2. Sei x € Q. Fir alle ¢ € D(Q) wird durch

das sogenannte Dirac-Distribution zum Punkt x definiert. Es gibt aber kein
f € LL.(Q) mit 6, = Ty. Denn anderenfalls wiirde fiir alle ¢ € D(Q) gelten:

y = Y(y) = ly — al*e(y) € D(Q).
Daraus folgt dann fir alle ¢ € D():
0= (@) = 0,() = [ fly —2l¢(y) d
und man erhdlt f = 0 fast iberall, was
/Qf(y)@(y) dy = 0 # 0.(p)

bedeuten wirde und folglich einen Widerspruch liefern wiirde.
Trotzdem schreibt man hdufig formal:

A@@w@wm:w@)

d
Satz 3.3.8. Sei f, : R? — R mit f,(z) = <4l)
(D'(), D(Q)) gegen dg.

fuir

n — oo beziglich der schwach* Topologze o

Beweis. Es gilt

/Rdfn(flf) de\/ﬁ/Rdfl (\/ﬁx) dx:/Rdfl(y)d _
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Sei € > 0 und ¢ € D(R2). Dann existiert ein > 0, sodass fiir alle |z| < ¢ gilt:
€
fo(a) — £(0)] < 5.

Daher folgt fiir hinreichend grofie n:
[ )o@ de = pO)] = | [ £a(a) (6l@) = 0(0)) do

< [ 5@ o) e det [ fu@) [plo) — p(0)] d

<e/2 beschriankt

<e/2 <e/2

und daraus die Behauptung. O]

Definition 3.3.2 (distributionelle Ableitung). Die Abbildung 97 mit

BT (p) = (-1)PT (8y)

heifst f-te distributionelle Ableitung der Distribution T .

Beachte:
Fiir die zu 07 f gehorende Distribution T, 98 gilt mit Hilfe der partiellen Integration:

Ty (¢) = [ 02f@)e(a) da
= (D) [ f@)0fp() do
= (=17 (0p)
= (0277) ().

Die obige Definition verallgemeinert dies fiir Distributionen, die nicht von Funktionen
induziert werden.

Beispiel 21. Sei f(z) := |x|. Fir alle ¢ € C°(—1,1) gilt:
0
Ty (0pp) = / —x 0y(x) dx—l—/ z Opp(z) da

—/ daz:—/1 (x) dx

Ty ()

mil
—1, wenn x <0,
g(r) =10, wenn x = 0,
1, wenn x > 0.

g (eigentlich T,) ist also die distributionelle Ableitung von f (eigentlich T¢). Da g €
L*(—1,1), ist g auch die schwache Ableitung von f und somit f € H*(—=1,1). Auferdem
gilt fir alle p € CX(—1,1):

= [ upla) do— [ Ouipla) de = 26(0) = 26u(p).

Also ist 269 die zweite distributionelle Ableitung von f, aber keine zweite schwache
Ableitung von f.
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Satz 3.3.9. Die Abbildung 0° : D'(Q) — D'(Q) mit T — 9°T ist beziiglich
o (D'(2),D(R2)) stetig.

Beweis. Dies folgt wegen py, (859@) < Pt/ (). Fiir ndhere Details siehe [4]. O

Eigenschaften der schwachen Konvergenz
Lemma 3.3.10. Sei X ein normierter Raum. Dann gilt:
1. Sind x,x € X und k € N, so gilt
T —x n X
fiir k — oo genau dann, wenn
Ixxp = Jxx in X"
fir k — oo, wobei Jxx(x') = 2'(x) fir v € X und 2’ € X' ist.
2. Sind zj,2" € X und k € N, so gilt:
x, — 2 in X'

impliziert
v, =2 in X'

3. Der schwache Grenzwert und der schwach*-Grenzwert von Folgen sind eindeutig
bestimmid.

4. Aus der Normkonvergenz folgt die schwache Konvergenz und die schwach*-Konvergenz.
5. Aus o), = 2’ in X' fiir k — oo folgt

/Il < liminf [} ]x-

6. Aus x, — x in X fiir k — oo folgt
||| x <liminf ||zg] x.
k—00
7. Schwach konvergente Folgen sind beschrankt in X. Ist X wollstindig, dann sind
auferdem schwach*-konvergente Folgen beschrankt in X'.
8. Aus xp — x in X und xf, = 2’ in X' fiir k — oo folgt
2 () 222 2/ (2) in K,

falls X wollstindig ist. Dieselbe Implikation gilt auch, wenn xy, k200 2 in X und

x) koo o in X gegeben ist, wobei hier die Vollstandigkeit von X nicht notwendig
1t.

Bemerkung 29. Die Aussage 6. nennt man auch Unterhalbstetigkeit der Norm beziiglich
der schwachen Konvergenz von Folgen.

87



Beweis von Lemma 3.3.10.

1. Es gilt:
rp—=crin X & Vo'e X' 2(zp) — 2'(x) inK
~—— S~——
=Jxz(z") =Jxz(z')

& JIxay N Jxz in X",

2. folgt wegen ) (z) = Jx(z},).
3. folgt unter Ausnutzung von Korollar 3.1.4 2..

4. folgt aus der Stetigkeit der Elemente von X’ und der Definition von schwach*-
Konvergenz.

5. Fir alle z € X gilt |z} (x)| < ||2}||x/||z||. Daher folgt
()] = lim Jo}(a)| < limind ol

und somit
]l < timinf [

6. Analog zum Beweis von 5. folgt fir alle 2/ € X"
|2 ()| < ||| x lim inf ||z |-
k—o00

Ist z # 0, dann existiert nach Korollar 3.1.4 1. ein 2’ mit ||2'|| x» = 1 und 2/(z) = ||z]|.
Also folgt die Behauptung fiir  # 0. Fiir x = 0 ist die Behauptung offensichtlich.

7. Gilt 2}, = 2/ in X', so ist fiir alle 7 € X : sup,ey|7i(2)] < 0o. Ist X vollstindig,
dann folgt nach dem Satz von Banach-Steinhaus auch sup,cy||z} || x < oo.
Gilt ;, — z in X, so folgt nach 1. Jxxz, = Jxz in X”. Da Dualrdume vollstindig
sind, folgt nach dem bisher Gezeigten, dass

sup ”JXfEkHX” < 0

=zl
und damit (xy)gey in X beschrankt ist.
8. Fiir die erste Aussage haben wir:
|2'(2) — @ ()| < [ (2) — 2 (@)] + |2 (2 — @)
< @ =)@+ =l llee—2f[ =0
—_——— —— —_——

—0 beschriankt nach 7. —0

fiir k — oo. Also gilt die erste Aussage. Die zweite Aussage folgt analog.
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Beispiel 22.

a)

b)

Sei (2, %, 1) ein Maffraum und sei 1 < p < oo, %%— 1% =1.Im Fallp =1 sei u
zusdtzlich o-endlich. Fir g € L' (Q) sei

(o)) = | fgdp
fir alle f € LP(Q2).
Dann ist Jy = LY () — (LP(Q)) ein konjugiert linearer isometrischer Isomor-

phismus. Firp =2 = p' stimmt Jy mit dem Isomorphismus aus dem Rieszschen
Darstellungssatz tiberein.

Folglich gilt fir alle fy, f € LP(L2):
fr = [ in LP(Q)

fiir k — oo genau dann, wenn fir alle g € LP'(Q):

[ figau == [ rgap
Q Q
qgilt.

Sei K C R"™ eine kompakte Teilmenge. Dann ist durch
JW)(f) = [ f v
K

ein linearer isometrischer Isomorphismus J : rca(K) — (CYK))', wobei rca(K)
der Raum der reguldren signierten Borelmafle auf K ist, definiert.
Folglich gilt fiir alle fy, f € C°(K):

fv = f in C°(K)
fiir k — oo genau dann, wenn fir alle v € rea(K):

/ fr dv ’H—OO>/ fdv
K K
gilt.
Sei Q C RY eine offene Teilmenge, m € N und 1 < p < co. Fiir ug,u € W™P(Q)
qilt
up — u in W™P(Q)
fir k — oo genau dann, wenn fir alle |s| < m:

Oyu, — Oju in LP(QY)

fir k — oo gilt. Die gleiche Aussage gilt fir Wi ().

Beweis siehe [1] oder [4].

Satz 3.3.11. Sei X ein separabler Banachraum. Dann ist die abgeschlossene
FEinheitskugel B1(0) von X' schwach*-folgenkompakt.
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Beweis. Sei {x, : n € N} dicht in X. Ist (2},),.y eine Folge in X’ mit |z7|| < 1, dann
sind (2,(2n)),en beschrankte Folgen in K. Daher gibt es nach dem Diagonalverfahren
eine Teilfolge k; — o0, so dass fiir alle n € N der Grenzwert

: !
iz, (@)

in K existiert. Dann existiert aber auch fiir alle y € Y := span{z,, : n € N} der Grenzwert

2'(y) == lim } (y)

kl~>oo

und 2’ : Y — K ist linear. Wegen
/ R T !
[2/(y)| = Jim_ |2, (4)] < [ly]

ist 2’ gleichméBig stetig auf Y und lasst sich daher eindeutig zu einer stetigen linearen
Abbildung 2’ auf X =Y fortsetzen. Somit ist 2/ € X', wobei ||| < 1 ist.
Fiir alle z € X und fiir alle y € Y gilt dann:

(=) @] < |(o —a3,) @ = 9)| +[(+" — 1,) W)
<2z -yl + |(2' —2,) )]

Der erste Summand kann wegen Y = X beliebig klein gemacht werden und der zweite
Summand konvergiert fiir jedes y fir k; — oo gegen Null. Damit ist die Behauptung
bewiesen. O

Bemerkung 30. Dieser Satz gilt dann auch fir jede andere abgeschlossene Kugel Br(x).
Insbesondere hat jede beschrankte Folge in X' eine schwach*-konvergente Teilfolge.

Bemerkung 31. Ist X nicht separabel, dann gilt die Aussage von Satz 3.3.11 im Allge-
meinen nicht. Gegenbeispiel: Sei X = L*(]0,1[) und fir e > 0:

T.f = 1/€f(a:) dr  fir alle f € ()0, 1]).

g Jo

Dann gilt T. € (L>=(]0,1[))" mit ||T-|| = 1, aber fir keine Nullfolge (e,,)nen ist (1%, )nen
schwach® konvergent in (L*(]0,1[))’. Denn angenommen, (T, )nen sei schwach* konver-
gent. Durch Ubergang zu einer Teilfolge (die dann auch schwach* konvergent ist und
wieder mit (T:, )nen bezeichnet werde) kann angenommen werden, dass

€ .
1> fiir n — oo

n

gilt. Betrachte die durch
f(z) == (=1) firejy <x<e;und j €N
definierte Funktion f € X. Fs ist

T f- L ((En _en+1)(—1)”+/05"“ f(x) da:),

En
also

1 Entl 2¢en n—o0
Tf = (0" € = (2o + [ I (@) de) < Z2 =,
£ 0

n En

Daraus folgt, dass die Folge (T, f)nen die beiden Héaufungspunkte +1 besitzt. Daher kann
(T%, Jnen micht schwach* konvergent sein.
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Satz 3.3.12 (Satz von Alaoglu). Sei X ein Banachraum. Dann ist B;(0) C X’
tberdeckungskompakt beziiglich der schwach* Topologie auf X'.

Beweisstrategie. Man fithrt die Aussage zuriick auf den Satz von Tychonoff. Fiir néhere
Details siehe [2] oder [4]. O

Definition 3.3.3. Sei X ein Banachraum. So wird X genau dann reflexiv genannt,
wenn die Abbildung Jx : X — X" surjektiv (und damit bijektiv) ist.

Beispiel 23.

1.

Jeder Hilbertraum ist reflexiv.
LP(Q) ist fir 1 < p < oo reflexiv.
WmP(Q) ist fir 1 < p < oo reflexiv.

C°(K) mit K C R™ kompakt ist nicht reflexiv, falls K nicht aus endlich vielen
Punkten besteht.

Lemma 3.3.13. Sei X ein Banachraum.

1.

/.

Ist X reflexiv, dann stimmen die schwach* Konvergenz und die schwache Konvergenz
auf X' tiberein.

Ist X reflexiv, dann ist auch jeder abgeschlossene Unterraum von X reflexiv.

IstT : X =Y ein Isomorphismus, dann ist X genau dann reflexiv, wenn'Y reflexiv
15t.

X ist genau dann reflexiv, wenn X' reflexiv ist.

Beweis.

1.

2.

Folgt mit Lemma 3.3.10.
Sei Y C X ein abgeschlossener Unterraum. Zu y” € Y sei
Pa) = g (@)

fiir alle 2’ € X’. Dann ist 2” € X”. Sei z := Jy'2”. Fiir alle 2/ € X’ mit 2’ = 0 auf
Y gilt dann

o'(x) =2"(2) =y" (@' |y) =0,
woraus nach Korollar 3.1.4 folgt, dass x € Y ist. Ist 2’ € X’ eine Fortsetzung von
v’ nach dem Satz von Hahn-Banach, dann gilt fiir alle ¢/ € Y”:

Y(z) =2'(x) =y" (' Iv) =y" ()

und somit
y' = Jyr = JyJya”.
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3. Die Behauptung ist symmetrisch in X und Y. Also reicht es, den Fall zu betrachten,
dass X reflexiv ist. Sei y” € Y”. Dann ist durch

Vo' e X' 2" (z) = (' o T7h)
ein x” € X’ definiert und fiir ¢/ € Y’ gilt mit 2’ =y o T":
V') =a"(y' oT) = (y o T)(Jx'a") =y (T Tx'z"),
also y" = JyTJx'a".
4. 7 =7 Ist 2" € X" soist 2’ o Jx € X’ und fiir alle 2" € X" gilt
2" (2") = (2" o Jx)(Jx'2") = 2" (2" o Jx),

also 2" = Jx: (2" o Jx).

2 2

< 7 : Nach der gerade gezeigten Schlussrichtung ” = 7 angewandt auf den
Banachraum X’ folgt, dass X" reflexiv ist. Da Jx isometrisch ist, ist Jx(X) abge-
schlossener Unterraum von X", somit nach 2. auch reflexiv. Nach 3. muss dann X
ebenfalls reflexiv sein.

m
Beweis von Beispiel 23.

1. Sei Rx : X — X’ der konjugiert lineare isometrische Isomorphismus aus dem
Rieszschen Darstellungssatz. Fur 2 € X" ist durch

2'(y) := 2" (Rxy)

fiir alle y € X ein 2/ € X' definiert. Ist 2 := Ry'2’, dann gilt fiir alle y € X:

2" (Rxy) = Rxz(y) = (y, x) = Rxy(x),

das heif}t, es ist
v = Jxx = JxRY'7.

Bemerkung: Fiir K = R ist Jx' = Ry' R, wobei Ry : X” — X' die Adjungierte
zu Ry ist.

2. Hier argumentiert man ahnlich wie in 1., wobei Rx durch J, ersetzt wird. Die
konjugiert linearen isometrischen Isomorphismen

g, LP(Q) — (LP(Q)) und J, : L (Q) — (LP(Q))’
aus Beispiel 22 haben die Eigenschaft
Vf € LX(Q), g € LY(Q) : Jyg(f) = Jpf(9).
Fir f” € (L(Q2))” ist durch

9'(9) = f"(Jyg)
fiir alle g € LV (Q) ein ¢’ € (L”(2))’ definiert. Ist f := J'¢/, dann gilt fiir alle
g € LP(Q):

9'(9) = Lo f(9) = Jwg(f) = Jer) f(Jpg)-
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Also gilt
Vg € L7 () : f"(Jyg) = Jrv) f(Jyg)-
Da J, surjektiv ist, folgt

f// — JLP(Q)f — JLP(Q)ngg/

Bemerkung: Fir K = R ist JL_pl(Q) = J, ), wobei J), : (LP(2))" — (LP ()" die
Adjungierte zu J, ist.

3. Sei X = W™P(Q). Durch Ev(z) := (0;v(x))|sj<m fiir alle v € X und fast alle

r € ) ist eine stetige lineare Abbildung F : X — LP(Q, KM) definiert, wobei

M= ("T™) die Anzahl der Multiindizes s mit |s|] < m ist. AuBerdem lasst

sich || Ev|| ook nach oben und unten durch [|v||ym»rq) abschitzen. Aufgrund
der Vollstédndigkeit von X ist daher Y := E(X) ein abgeschlossener Unterraum von
LP(Q, KM). Also ist E eine bijektive stetige lineare Abbildung von X nach Y mit
einer stetigen Inversen E~! € Lin(Y, X).

Nach 2. und Lemma 3.3.13 2. ist der abgeschlossene Unterraum Y reflexiv (der
Beweis von 2. geht analog fiir Funktionen mit Werten im K*). Nach Lemma 3.3.13
3. folgt dann die Behauptung.

4. siehe [1]
[

Lemma 3.3.14. Fur jeden Banachraum X gilt: falls X' separabel ist, dann ist auch X
separabel.

Beweis. Sei {z] },en dicht in X’. Wéhle z,, € X mit

1
[ (zn)l 2 Sllzall A llzall =1

und definiere Y := span {z,, : n € N}. Ist dann 2/ € X’ mit 2’ = 0 auf Y, so folgt fur alle
n € N:

—_

1
2" =zl = [(2" = 23) (@)l = |2 (@n)l 2 Fllzall = Sl = [l = 2'])

2
also
o'l < 3int [la’ — | = 0,

da {2}, : n € N} eine dichte Teilmenge war. Nach Korollar 3.1.4 folgt daraus Y = X. O

Satz 3.3.15. Sei X ein reflexiver Banachraum. Dann ist B1(0) C X schwach
folgenkompakt.

Beweis. Sei (x1),cy eine Folge in B;(0) € X und Y := span{z; : k¥ € N}. Dann ist
nach Lemma 3.3.13 2. auch Y reflexiv und nach Definition auch separabel. So muss auch
Y"” = JyY separabel sein und nach Lemma 3.3.14 ist dann Y’ ebenfalls separabel. Daher
kénnen wir Satz 3.3.11 auf Y’ und die Folge (Jyzy),.y € Y” anwenden. Somit gibt es
ein y" € Y”, so dass fiir eine Teilfolge Jyzy, gilt:

k;— o0
Jya () === y" ()
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fir alle y/ € Y'. Ist 2 := Jy,'y” € Y, so gilt daher fiir alle ¢/ € Y

y (an) = Jyan(y) == y'(y) = o/ ().
Da fir 2’ € X’ die Abbildung 2’ |y in Y” liegt, folgt auch

z' (xy,) Fimeo, 2 (),

also
kj—o00

Ty, — 2 in X.

]

Bemerkung 32. Dies gilt auch fir jede andere abgeschlossene Kugel Br(x) C X.
Insbesondere hat jede beschrinkte Folge in X eine schwach konvergente Teilfolge.

Satz 3.3.16. Seien X,Y Banachriume und T : X — Y linear.

1. Ist T € K(X,Y), dann ist T wvollstetig, das heif$t, z,, — x in X fir n — oo
impliziert Tx,, — Tx in'Y fir n — oo.

2. Ist X reflexiv und T wvollstetig, dann ist T € K(X,Y).

Beweis.

1. Sei T'e K(X,Y) und es gelte z,, = x fir n — oco. Nach Lemma 3.3.10 ist die Folge
(n)nen beschrankt, also gibt es ein y € Y, so dass Tz, — y fir eine Teilfolge
ny — oo gilt.

Fir ¢/ € Y’ definiert die Abbildung z — ¢/(Tz) ein Element in X’. Also gilt
v (Tz,,) — v (Tx) fir n, — oo und somit Tz, — Tz fir ny — oco. Da die
Normkonvergenz die schwache Konvergenz impliziert, muss daher y = Tz sein. Also
gilt Tz, — Tz fir eine Teilfolge n;, — oo.

Da die obige Argumentation aber auch auf jede beliebige Teilfolge von (x,,)nen ange-
wandt werden kann, folgt, dass die gesamte Folge (T'z,,),en nur einen Haufungspunkt
Tx hat, also gegen Tz konvergiert.

2. Aus der Vollstetigkeit folgt die Stetigkeit von 7', also ist 7" € Lin(X,Y’). Aufler-
dem besitzen in reflexiven Radumen beschrénkte Folgen nach Satz 3.3.15 schwach
konvergente Teilfolgen, so dass aufgrund der Vollstetigkeit von T" die Behauptung
folgt.

]

Satz 3.3.17. Sei X ein normierter Raum und M C X konvexr und abgeschlossen.
Dann ist M auch schwach folgenabgeschlossen, das heifit, fir xy, € M, k € N, gilt

k—o0

Tz, ——x im X — xz € M.

Beweis. Falls & M, dann gibt es nach dem Trennungssatz ein 2’ € X’ und ein o € R,
so dass Re (2'(y)) < a fir alle y € M und Re (2'(x)) > « gilt. Dann folgt Re (2’ (xx)) < «
fir alle £ € N. Wegen der schwachen Konvergenz gilt dann aber auch Re (2'(z)) < a,
womit wir einen Widerspruch erhalten haben. Somit ist die Behauptung bewiesen. [
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Theorem 3.3.18. Sei X ein reflexiver Banachraum und M C X nicht leer,
konvex und abgeschlossen. Dann gibt es zu xg € X ein x € M mit

|z — 2| = dist (xg, M) .

Beweis. Sei (xy),cy eine Minimalfolge, das heift, es gilt z, € M und
), — @ol| 2225 dist (w0, M) .

Dann ist (2),cy eine beschriankte Folge. Nach Satz 3.3.15 gibt es eine Teilfolge (x4, ),cn

sodass xy, koo 1 in X. Nach Satz 3.3.17 ist = e M.

Da auch zy, — zo i Ny xo in X gilt, folgt aufgrund der Unterhalbstetigkeit der Norm

(Lemma 3.3.10 6.):
|x — x| = dist (xg, M) .
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A. Grundlagen der Topologie

Definition A.0.1 (Topologischer Raum). Sei X eine Menge und T C P(X).
Dann heifit (X, T) topologischer Raum, falls gilt:

(T1)) DeT N XeT,
(T2) T'CT = Uper UeET,
(T&?) Ul,UQET = UlﬂUQET.

Die Elemente von T heifien offene Mengen.

Definition A.0.2. Sei (X,T) ein topologischer Raum.

Die Teilmenge A C X heif$t abgeschlossen, falls X \ A offen ist.

Fiir eine Teilmenge M C X heift
M:={xeM: Jyer: UC M Az €U} das Innere von M.

M := X\ (X \ M) heifit der Abschluss von M.

OM = M\ M heift der Rand von M.

M heifst dicht in X, falls M = X.

Satz A.0.1. Beliebige Schnitte und endliche Vereinigungen von abgeschlossenen
Mengen sind abgeschlossen. Die leere Menge O und X sind abgeschlossen.

Definition A.0.3 (Umgebung, Umgebungsfilter, Umgebungsbasis). Sei (X, 7))
ein topologischer Raum und z € X.

1. U C X heifit Umgebung von z, wenn es eine offene Menge O mitx € O C U
qibt.

2. Das Mengensystem U(x) aller Umgebungen von = heifst Umgebungsfilter von
x.

3. FEine Teilfamilie V(x) C U(x) eines Umgebungsfilters U(x) heifft Umgebungs-
basis von x, falls fir jedes U € U(x) ein V € V(x) mit V C U existiert.
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Satz A.0.2.

a) Sei (X,T) ein topologischer Raum und x € X. Dann gilt fir den Umgebungs-
filter U(x):
(UJ) vUGL{(:Jc) cxel.
(U2) Vueu)Iveu@) Vyev = U € U(y).
(US)) Vavgx : ((U CV AU GU($)) =V GU($))
(U4) vU,VGL{(:r) :UNV e Z/I(l')

b) Sei X eine Menge und fir jedes x € X existiere U(x) C P(X), sodass

(U1)—(U4) erfillt seien. Dann gibt es genau einen topologischen Raum (X, T),
sodass die U(x) Umgebungsfilter von x sind. Es ist T := Uyex O(x) U {0}

mit O(z) = {[O] UelU(x)} und U = {ye X:UeclUu(y)}.

Satz A.0.3.

1. Jeder metrische Raum induziert einen topologischen Raum. In diesem Fall be-
sitzt jeder Punkt x des topologischen Raumes eine abzihlbare Umgebungsbasis

V(x).

2. Nicht jeder topologische Raum ist metrisierbar (das heifit von einem metri-
schen Raum induziert).

Definition A.0.4 (stiarker oder feiner bzw. schwécher oder grober). Seien (X, 77),
(X, Tz) topologische Raume. Dann heifit Ty stiarker oder feiner als T; beziehungsweise
71 schwécher oder grober als Ta, falls Ty C Ts ist.

Definition A.0.5 (Hausdorff-Raum). Fin topologischer Raum (X,T) heifit
Hausdorft-Raum, wenn gilt:

Voyex (37 Y = Jveu@ Iveuw) : UNV = @) .

Definition A.0.6 (Grenzwert). FEine Folge (xy),cn € (X, T) konvergiert gegen
r € X (Kurzschreibweise: x, ~—% x )

= vVEV(a:) EanEN annv DTy € V.

Man nennt dann & den Grenzwert von (z,),,cy-

Satz A.0.4. Grenzwerte von Folgen in Hausdorff-Rdumen sind eindeutig bestimmd.

Definition A.0.7 (folgenabgeschlossen). Sei X, 7T ein topologischer Raum. Eine
Teilmenge A C X heif$t folgenabgeschlossen

1S V(on)menCA (xn 2% = € A) .

Satz A.0.5. Fualls A abgeschlossen ist, ist A auch folgenabgeschlossen. Die Um-
kehrung gilt im Allgemeinen nicht.
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Definition A.0.8 (stetig). Seien (X,Tx), (Y,Ty) topologische Rdiume. Eine
Abbildung T : (X, Tx) — (Y, Ty) heifit stetig

& Vaex Ywevs) Juevw) : T(U) C V.

Satz A.0.6.

1. FEs sind dquivalent:
a) T ist stetig.
b) Urbilder offener Mengen sind offen.
c) Urbilder abgeschlossener Mengen sind abgeschlossen.

2. Wenn T stetig ist, dann ist T auch folgenstetig, dass heifit aus x,, — x folgt
T(x,) — T(x). Die Unmkehrung gilt im Allgemeinen nicht.

Definition A.0.9 (iiberdeckungskompakt, folgenkompakt). Sei (X,T) ein topo-
logischer Raum.

1. Eine Teilmenge K C X heifit (iiberdeckungs-)kompakt
& Jede Uberdeckung von K durch offene Mengen aus X besitzt eine endliche
Teiliiberdeckunyg.

2. Fine Teilmenge K C X heifit folgenkompakt
& Jede Folge in K besitzt eine konvergente Teilfolge, deren Grenzwert in K
liegt.

Satz A.0.7. Kompaktheit und Folgenkompaktheit sind im Allgemeinen nicht
dquivalent.

Definition A.0.10 (separabel). FEin topologischer Raum (X, T) heifit separabel
= X enthdlt eine abzdhlbare dichte Teilmenge.

Satz A.0.8 (Relativtopologie, Produkttopologie).

1. Sei (X, T) ein topologischer Raum und A C X. Dann ist (A, Ta) ein topologi-
scher Raum mit der sogenannten Relativtopologie Ty := {UNA mit U € T'}.

2. Seien (X;,T;)ic1, wobei I eine beliebige Indexmenge ist, topologische Rdaume
und sei X = Q,c; X; das kartesische Produkt der Mengen X;. Dann ldsst
sich X mit der sogenannten Produkttopologie T wversehen, wobei genau dann
U €T ist, wenn U als Vereinigung von Mengen der Form (U;)cr mit U; € T;
fur alle v € I und U; = X; fiir fast alle i € I darstellbar ist.

Satz A.0.9 (Satz von Tychonov). Seien (X;, T;);c;, wobei I eine beliebige Index-

menge ist, topologische Riume und X = Q,cr X; versehen mit der Produkttopologie.
Dann ist X genau dann kompakt, wenn alle X; kompakt sind.

Bemerkung 1. Dieser Satz ist dquivalent zum Auswahlaziom.
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