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Vorwort

Das vorliegende Vorlesungsskript ist entstanden im Rahmen der Vorlesung Funktional-
analysis, die ich im Wintersemester 2012/13 sowie im Wintersemester 2014/15 an der
Universitit Stuttgart gehalten habe.

Das Vorlesungsskript ist kein offizielles Dokument der Universitat Stuttgart. Es kann
nicht garantiert werden, dass dieses Dokument ohne jeglichen Fehler ist. Bei Fragen oder
dem Auffinden von Fehlern kénnen Sie mir gerne eine Nachricht zukommen lassen, zum
Beispiel an:

duell@mathematik.uni-stuttgart.de

Es ist nicht gestattet, dieses Dokument in verdnderter Form zu verbreiten oder kommerziell

einzusetzen.
Ich danke ganz besonders Frau Christina Koch, die das Manuskript mit ATgX gesetzt
hat.

Wolf-Patrick Dull



1. Grundlegende Raume und
Abbildungen in der
Funktionalanalysis

1.1. Skalarprodukte, Normen und Metriken

Sei K =R oder K =C.

Definition 1.1.1 (Skalarproduktraum). Sei V' ein K- Vektorraum. Eine Abbildung
(-,): V xV — K heifst Skalarprodukt (oder inneres Produkt) auf V', falls gilt:

1. Fir allea e K und x,y,z € V gilt (ax + vy, 2) = oz, 2) + (y, 2).
2. Fir alle x,y € V gilt (x,y) = (y,x).
3. Fir allex € V gilt (x,z) > 0 sowie (x,z) =0 z=0.

Wir nennen V' zusammen mit (-,-) Skalarproduktraum oder Prahilbertraum und
schreiben (V, (-, ).

Bemerkung 1. Aus den Figenschaften 1. und 2. folgt fir jedes o € K und z,y,z € V

die Identitdat
(z,y + z) = a(z,y) + (, 2).

FEin Skalarprodukt ist also fiir K =R eine positiv definite, symmetrische Bilinearform

und fiir K = C eine positiv definite, hermitesche Sesquilinearform.

Beispiel 1. Folgende Vektorrdume bilden mit den zugehdérigen Abbildungen Skalarpro-

duktrdume:

a) V=R" (z,y) = i ;Y (n-dim. euklidischer Raum mit eukl. Skalarprodukt).

c) Folgenrdaume:
V= {Z‘ € RN» <x>$> < OO}; <.T,y> = % LiYis
i=1

V={xeC () <o}, (1,y) = > o7
=1

d) Funktionenrdume:

b
V = C%a,b],R) mit a < b reell mit (x,y) :/ x(t dt;

V = C%a,b],C) mit a < b reell mit (x,y) :/ x(t



Satz 1.1.1 (Ungleichung von Cauchy-Schwarz). Sei X ein Skalarproduktraum und

x,y € X, dann gilt:
[z, y)| < V{20 / (Y, y)

Auferdem gilt fir x,y € X \ {0} genau dann Gleichheit, wenn x und y linear
abhdngig sind.

Ein Skalarprodukt kann zur Abstandsmessung verwendet werden.

Definition 1.1.2 (Norm). Sei X ein K-Vektorraum, eine Abbildung |-]]: X — R
heifit Norm, falls gilt:

(1) Fir alle x € X gilt ||x|]| > 0 sowie ||z]| =0 < z = 0.

(2) Fir alle x € X und a € K gilt ||az| = |||z

(3) Fiir alle z,y € X gilt die Dreiecksungleichung ||z + y|| < ||lz|| + ||v||-

Satz 1.1.2. In jedem Skalarproduktraum X, lasst sich durch ||z| = y/(x,z) eine
Norm einfiihren. Man nennt sie die durch das Skalarprodukt (-,-) induzierte Norm.

Satz 1.1.3 (Parallelogrammgleichung). Sei (X, (-,-)) ein Skalarproduktraum und
|l die durch (-,-) induzierte Norm. Dann gilt fir alle x,y € X die Identitdt

Iz +yl1* + llz = yl* = 2(ll=]* + llyl1*).

e Identitat lasst sich geometrisch veranschaulichen. Dazu betrachten wir zwei Vektoren
a,b € R? die ein Parallelogramm aufspannen. Ferner betrachten wir die Diagonalen
¢€¢=d—>bund f =a-+b, es ergibt sich folgende Skizze:

a

Mit & = ||€]| fiir € € {a, b, e, f} gilt in einem Parallelogramm die Beziehung
e? + f? =2(a* + b?).
Daher ist diese Identitat auch als Parallelogrammgleichung bekannt.

Mit Hilfe von Skalarprodukten kann man einen Winkelbegriff einfithren. Nach der Un-
gleichung von Cauchy-Schwarz gilt immer:

el
(G

fiir x,y # 0. Dies sichert die Korrektheit der nichsten Definition.



Definition 1.1.3 (Winkel). Sei X ein reeller Skalarproduktraum und seien x,y €
X\ {0}. Dann nennt man « € [0, 7] mit

(z, )
Izl Iyl

cos ¥ =

den Winkel zwischen x und y.

Definition 1.1.4 (Orthogonalitit). Sei X ein Skalarproduktraum.

a) z,y € X heiffen orthogonal zueinander, wenn (x,y) = 0 gilt. Wir verwenden
dann die Schreibweise x 1 y.

b) Zwei nichtleere Teilmengen X1, Xo C X heiffen orthogonal zueinander, wenn
fir alle x € Xy, y € Xy die Gleichung (x,y) = 0 erfillt ist. Wir schreiben
dann auch X; L X,.

Satz 1.1.4 (Pythagoras). Sei X ein Skalarproduktraum und z,y € X orthogonal
zueinander. Dann gilt:
lz +yll* = ll=ll* + [yl

Definition 1.1.5 (normierter Raum). Ein K-Vektorraum X zusammen mit einer
Norm ||-]| heifit normierter Raum. Wir schreiben dann das Tupel (X, ||-||).

Bemerkung 2. Nach Satz 1.1.2 ist jeder Skalarproduktraum auch ein normierter Raum.
Ein normierter Raum ist aber nicht immer ein Skalarproduktraum. Dazu betrachten wir
X = R? mit ||z]] := maxg_ || fiir x = (21,29) € X. Sei z = (1,2) und y = (2,0).
Dann ist ||z]| = |ly|| = 2, ||l + y|| = 3 und ||z — y|| = 2. Damit ist aber

13=9+4=z+yl*+lz -yl = 2(|=]* + lylI*) = 2(4 + 4) = 16

und so die Parallelogrammgleichung nicht erfillt. Daher kann ||-| nicht von einem
Skalarprodukt induziert sein.

Satz 1.1.5. Genau diejenigen normierten Rdume X, in denen die Parallelogramm-
gleichung gilt, sind Skalarproduktrdume. Im reellen Fall ldsst sich dann durch

_ 1 2 2
(2,9 := 7 (lz +ylI* = llz = II")
und im komplexen Fall durch
. 1 2 2 . . 2 . 2
(2,9) = 7 (le + 9l = e = ylI* +i (llz + iyl ~ |z~ iy]l*))
ein Skalarprodukt auf X erkliren, welches die Norm ||| induziert.

Beispiele normierter Ridume:

Beispiel 2. Wir betrachten R™ oder C™ mit

1
L p

|z, := <Z|xk|p> firl<p<oo
k=1



oder
|]| co := maxg—1,. n|Tkl.

Hierbei erfolgt der Nachweis der Dreiecksungleichung mit Hilfe der sogenannten Minkowski-
Ungleichung:

1

P

(Z!ai +bi\p>p < (Z\@i’p>p + (ZW”)
=1 =1 =1

fira;,b; e R,ne N, ie{l,....,n} und 1 < p < oco. Wir werden diese Ungleichung erst
im Rahmen der LP-Rdume in allgemeinerer Form beweisen.

Beispiel 3 (Folgenrdume). Wir bezeichnen mit x = (x,)nen € KN Abbildungen z: N —
K, x +— z,.

1
a) 7 :={x e KN| X0 |zxP < oo}, 1 < p < 0o mit ||z]|e = (52, |zk]P)P.

b) = {z € KN |[x]le < 0o} mit |[x]le := supyen|al.

c) co:={x € KN| limy_,o zx = 0} Nullfolgen mit ||-|| .

d) c:={x € KN|xz ist eine konvergente Folge} mit ||-||¢s .

e) c. ={x € KN|xzy # 0 fiir hichstens endlich viele k € N} mit |||, 1 < p < 00.

Beispiel 4 (Funktionenrdume). Sei ) # M C R™ beliebig, ) # K C R™ kompakt und
0 # Q CR"™ offen (oder allgemeiner lokal kompakt). Dann definieren wir die folgenden
Funktionenrdume:

a) BOM,K) = {f: M = K| |[fll < 00} mit | flloc := sup,crr|f(2)]| heift der Raum
der beschrankten Funktionen mit Werten in K. Fir K = R schreiben wir auch
B(M) statt B(M,R), ebenso in den folgenden Beispielen.

b) C°(K,K) :={f: K — K| f stetig } mit ||f|lco := sup,ex|f(z)] = maxex|f(z)]
heifit der Raum der stetigen Funktionen auf der kompakten Menge K (mit Werten

c) CRALK) == {f: Q@ = K| f stetig und || fllco < 0o} mit ||fllco := sup,eqlf(2)]
heifst der Raum der beschréankten, stetigen Funktionen auf €.

d) CO(Q,K) :={f € CYQ,K) | supp f ist kompakte Teilmenge von Q} mit ||-||co heift
der Raum der beschrankten, stetigen Funktionen mit kompaktem Tréger. Dieser
ist dabei definiert durch supp f = {z € Q| f(z) # 0} = clos{x € Q| f(z) # 0}.

e) C0(QK) := BUC(Q,K) := {f € C)(K)| f ist gleichmifig stetig auf Q} mit
Illco heifst der Raum der beschrankten, gleichméaBig stetigen Funktionen.

f) C¥(Q,K) = {f € CY( Q) || fllcoa < 00} fiir v € (0, 1] mit der Norm
| fllcoa == fllco + [f]coa

und der Halbnorm
[flco.e := sup M

syeq T —yl*
TFy

heift der Raum der Holder-stetigen Funktionen. Fir o = 1 erhalten wir C*'(Q,K) =
Lip(Q, K), wobei Lip(Q,K) der Raum der Lipschitz-stetigen Funktionen ist.



g) C™(K,K):={f: K —K|0.f ist stetig auf K° = int K und stetig fortsetzbar
auf K fir 0 < |j| < m} mit der Norm

Ifllem =3~ 104 flleo

0<j|<m

heifit Raum der m-fach stetig differenzierbaren Funktionen. Hierbei ist x = (1, ..., x,),
j = (1, Jn) € N" ein Multiindez, |j| = >0, j; und 92 = 0} ...0" mit
oy f = f.

h) Analog definiert man C*(Q2,K) (beschrdnkt), C"(Q,K) (kompakter Trager) und

(LK) = {f: Q = K|0if € C)(QK)} fir|j| =0,...,m mit der Norm
e

Auferdem definieren wir C™* (€, K) :

0,...,m und O f € C**(Q,K)} fir m >
[fllcme = Iflem-r+ > 10Lf llcoa.

ljl=m

{f: Q@ = K|0f € CUUK) fir |j| =
1 mat

Definition 1.1.6 (Halbnorm). Sei X ein K-Vektorraum. Eine Abbildung [-]: X —
R heifit Halbnorm, wenn sie alle Eigenschaften einer Norm erfillt, aufer

[z] =0 2 =0.

Wir bezeichnen mit (X, []) dann einen halbnormierten Raum.

Satz 1.1.6. Sei (X, [-]) ein halbnormierter Raum. Dann gilt:
a) Kern([-]) := {z € X | [z] = 0} ist ein Untervektorraum von X.

b) X/ Kern([-]) mit der kanonischen Quotientenvektorraumstruktur und einer
Abbildung ||x + Kern([-])|| := [z] ist ein normierter Raum.

Anmerkung:

Wir schreiben X/ Kern([-]) = {Z |z € X} mit & = 2 + Kern([:]) = {y € X |z ~ y} mit
der Aquivalenzrelation z ~ y < = — y € Kern([-]). Dann licfern 2 +§ = z + y und a@ =
az die Vektorraumstruktur auf X/ Kern([-]) mit Nullelement 0 + Kern([-]).

Beispiel 5 (Lebesgue-Raume). Sei (Q, %X, \) ein Mafraum. Hierbei ist @ C K", ¥ eine
o-Algebra und X\ ein Maf. Wir definieren

LE(Q) :={f: Q= K| f ist (3, \)-messbar, [f]zr < oo}

fiir 1 < p <oo. Ferner konnen wir zwei Halbnormen definieren:

= er = ([1Pa)) und (fla=(flex = ot (Lsup 1o

Agge)io zeQ\B
Dann ist (L% (Q), [-]zr) fir 1 < p < oo ein halbnormierter Raum. Ferner sei L () :=
L/ Kern([],) = Lig/{f € L(Q)[ =0 A} und || + Kern([-]p)[[z» = [f]er. Dann ist
(LE(Q), [|-|ze) fiir 1 < p < oo ein normierter Raum und wir auch als Lebesgue-Raum
bezeichnet.



Fiir den Fall Q@ = N, ¥ = P(N) (die Potenzmenge von N) und \ das Zihlmaf$ (d.h.
A(B) = |B| fir B € P(N)) erhalten wir L% (N) = L (N) = ¢&.

Ist K = R, schreiben wir von nun an LP(2) bzw. LP(Q).

Der einzig schwierige Schritt beim Beweis der (Halb)-Normeigenschaften ist der Nachweis
der Dreiecksungleichung. Er basiert auf den im Folgenden behandelten Ungleichungen.

Definition 1.1.7 (Konjugierte Zahl). Sei p € [1,00]. Dann heifit p’ € [1, 00] mit
% + 1% =1, wobei wir + := 0 setzen, die zu p konjugierte Zahl.

co

Lemma 1.1.7 (Youngsche Ungleichung). Sei a,b € Ry und p € (1,00). Dann gilt:

1 1.
abéfapﬂ—*/bp.
p p

Satz 1.1.8 (Holdersche Ungleichung). Sei p € [1,00], f € LP(Q), g € L' (Q).
Dann ist fg € LY(Q) und es gilt:

gl < [ fllze-llgll Lo -

Satz 1.1.9 (Minkowskische Ungleichung). Sei p € [1,00] und f,g € LP(S2). Dann
ist f+g € LP(Q) und es gilt:

1f + glle <[ fllze + llgllze

Definition 1.1.8 (Metrischer Raum). (X, d) heifit metrischer Raum, falls X # ()
und d: X x X — R eine Abbildung bei der die folgenden Figenschaften fir alle
x,y,z € X erfillt sind:

1. Positivitdt:
d(z,y) >0, sowie d(z,y) =0 <z =y.

2. Symmetrie:

d(y, z) = d(z,y).

3. Dreiecksungleichung:

d(z,y) < d(z,z)+d(z,y).

Die Abbildung d heifit dann eine Metrik. Erfillt d die obigen Figenschaften, aufler
d(z,y) =0 < x =y, dann heifit d Halbmetrik und (X, d) halbmetrischer Raum.




Satz 1.1.10.

a) Sei (X, ||-]]) ein normierter Raum. Dann ist durch d(z,y) := || — y|| eine
Metrik definiert, die folgende zusdtzliche Eigenschaften erfillt:

4. Translationsinvarianz:
Fiir alle x,y,z € X gilt d(x + z,y + z) = d(z,y).

5. Homogenitat:
Fiir alle x,y € X und o € K gilt d(azx, ay) = |ald(z,y).

b) Sei (X,d) ein metrischer Raum. Auflerdem sei X ein K-Vektorraum und d
translationsinvariant und homogen. Dann ist durch

]| := d(x,0)
eine Norm definiert.

Beispiel 6. Sei X # 0 und

o= {y 7Y

Dann ist d eine Metrik, die sogenannte diskrete Metrik, welche allerdings, sollte X ein
K-Vektorraum sein, keine Norm induziert.

Bemerkung 3. Wir haben folgende Hierarchie von Strukturen:
Skalarproduktraum = normierter Raum = metrischer Raum,

wobei die Umkehrungen im Allgemeinen falsch sind.



1.2. Topologie in Skalarproduktraumen, normierten
Raumen und metrischen Raumen

Definition 1.2.1. Sei (X, d) ein metrischer Raum sowie A, B,C, M,O,V,W, Z C
X, x90€ X unde > 0.

a) B:(zo) == {z € X |d(z,20) < e} heifst offener e-Ball um zy. Ist X ein
normierter Raum, dann kann in dieser Definition d(x,xq) durch ||z — x|
ersetzt werden.

b) O heifit offen, falls fiir alle x € O ein e > 0 mit B.(x) C O ezistiert.

c) A heifit abgeschlossen, falls X \ A offen ist.

d) M°:={x € M|3.s0: B(x) C M} heifst das Innere von M.

e) M := X\ (X \ M)° heifit Abschluss von M

f) OM := M\ M° heifit Rand von M.

g) B heifit dicht in A, falls B = A gilt.

h) C heifst beschrankt, falls x € X sowie R > 0 existieren, mit C' C Br(z).

i) Z heifst zusammenhéngend, falls sich Z nicht als disjunkte Vereinigung zweier
nichtleerer Mengen der Form V N Z und W N Z, wobei V' und W offen sind,
darstellen ldsst.

Beispiel 7.
a) Sei (X,d) = (R?,||-|l2). Dann ist B;(0) = B;1(0)° offen und zusammenhingend.

Ferner ist B;(0) = {z € R?|||z|ls < 1} abgeschlossen und zusammenhdingend.
Auferdem gilt: 0B;(0) = {z € R?| |||l = 1}.

b) Sei (X,d) = (R,|-|lo = 1}. Dann ist M = Upen o} [%,Qn%l] nicht zusam-
menhdngend, nicht offen und nicht abgeschlossen. Auflerdem ist

aMZ{;\meN\{O}}u{O}.

Wir konnen M auf der reellen Achse visualisieren:

— R —
11 1 1 1
5 4 3 2

Definition 1.2.2 (Konvergente Folge). Eine Folge (x,,)nen in einem metrischen
Raum (X, d) heifst konvergent gegen x € X fiir n — oo, falls

lim d(z,,z) =0 git, d.h. VesoTn.enVasn. : d(zp, x) < €.

n—00

o o . . n—oo
Wir schreiben dann auch x, — x fir n — oo, lim,_,. x, = x oder xr, —— x

10



Bemerkung 4. Der Grenzwert einer Folge (x,,)nen ist eindeutig bestimmt. Angenommen
neben x sei y ein weiterer Grenzwert. Dann erhalten wir mit der Dreiecksungleichung

Nun gilt aber nach Definition d(z,x,) = d(z,,x) — 0 fir n — oo und d(x,,y) — 0 fir
n — oo und so ist d(z,y) = 0 und es folgt x = y.

Beispiel 8. Sei (X, d) ein metrischer Raum.

a) Sei X = R™ und d(z,y) = ||v — yl||l2 sowie (zn)neny € R™, x € R™. Wir bezeich-
nen mit x; die j-te Komponente von x bzw. mit (x,); die j-te Komponente des
Folgenglieds x,,. Dann gilt:

m
Tn H—OO> T = \IZ((:E”)Z — [L'i)z n—)_oo) 0 = Vie{l ..... m} (xn)z TH_OO) Z;.
=1

b) Sei X = C°([0,1]) sowie d(x,y) = maxo<;<1|z(t) — y(t)|. Dann gilt:

n—oo m—ro0

T, — x < max|r,(t) —z({t) —— 0
0<t<1
& VesoTn.enVosn, : ggia<xl|xn(t) —z(t)| <e
g vz:‘>OE|ngGNVnEnEVtE[O,l} : ’l’n(t) - I(t” <e&.

Diese FEigenschaft heifst auch gleichméafiige Konvergenz.

c) Sei X = C°([0,1]) und d(z,y) (/ |z(t) — y(t)P dt) fir 1 <p < oco. Dann gilt:
1
T, 2 </ |z, (t) — 2(t |pd1€)p 27%% 0

~ v5>03n56an2n5 /0 |xn(t) - x(t)|p dt < €.
Dies nennt man auch Konvergenz im p-ten Mittel.

Satz 1.2.1. Sei (X, ||-||) ein normierter Raum, (,)nen, (Yn)nen € X, (an)nen C K,
Tp = T, Yo — Yy und a, — a firn — oco. Dann gilt:

AnTn + Yn 270 ax + .
Satz 1.2.2. Sei (X,d) ein metrischer Raum und M C X. Dann gilt

M={reX| J(zn)nenct © Tn nmroo, x}

11



Definition 1.2.3. Seien (X, dx), (Y, dy) metrische Riume.

a) Eine Abbildung T: X — Y heifst stetig in zp € X, wenn
va>036(5,x0)>0vz€X,dX(w,x0)<6 : dY(T(-’E), T(%)) < e gilt.

b) T heifit stetig in X, falls T stetig in jedem x € X ist.

¢) T heifst Homéomorphismus, falls T stetig und bijektiv ist und die Umkehrab-
bildung T~ ebenfalls stetig ist.

d) T heifit Tsomorphismus, falls T' stetig, linear, bijektiv und T~ ebenfalls stetig
15t.

e) T heifst Isometrie, falls T stetig und bijektiv ist und auferdem fir alle
r1,To € X die Identitdt

dy (T(x1), T (72)) = dx (21, 72)

qgilt.

Satz 1.2.3. Fir T: (X,dx) — (Y,dy) sind dquivalent:

(i) T ist stetig fir alle v € X.

(ii) T ist folgenstetig fiir alle x € X, d.h. x, “=> x impliziert T (x,) = T(x).
(iii) O CY st offen in (Y,dy) impliziert T=1(O) ist offen in (X, dx).

(iv) A CY abgeschlossen in (Y, dy) impliziert T~'(A) abgeschlossen in (X,dx).

Definition 1.2.4. Eine Folge (x,)nen in einem metrischen Raum (X, d) heifit
Cauchy-Folge, wenn

v6>03ng€NVn,m2ng : d(l’n, mm) <é€

gilt.

Lemma 1.2.4. Jede konvergente Folge in einem metrischen Raum ist eine Cauchy-Folge.

Vollstandigkeit

Definition 1.2.5. Fin metrischer Raum (X,d) heifst vollstindig, wenn jede
Cauchy-Folge in X gegen ein Element aus X konvergiert. Ein vollstandiger, metri-
scher Raum heifit auch Fréchetraum, ein vollstandiger normierter Raum heifft auch
Banachraum und ein vollstindiger Skalarproduktraum heifit auch Hilbertraum.

Beispiel 9.
a) (R,|-]) und (C,|-|) sind Banachrdume.

b) (Q,[]) ist nicht vollstindig. Betrachte dazu eine Folge (x,)nen € Q mit lim,, o x, =
V2. Eine Méglichkeit ist das Setzen von x,, als die Dezimaldarstellung von /2 bis
zur n-ten Stelle. Dann ist jedes Folgenglied eine endliche Dezimalzahl und so aus
Q, aber der Grenzwert liegt in R\ Q.

12



Definition 1.2.6. Zwei Normen ||-||, und ||-||» heiffen dquivalent, wenn jede Fol-
ge, die beziiglich der Norm |||, konvergiert, auch beziglich |||, konvergiert und
umgekehrt.

Satz 1.2.5. In einem endlichdimensionalen K-Vektorraum X sind alle Normen
dquivalent. Insbesondere existieren fir je zwei Normen ||-||, und |-||, Konstanten
c1,co >0 mit

callzlls < llzfla < colllly

fir alle x € X.

Korollar 1.2.6. Jeder endlichdimensionale, normierte Raum ist ein Banachraum.

Satz 1.2.7. Alle normierten Riume aus Beispiel 4 aufler C*(Q,K), m > 0, sind
vollstindig.

Satz 1.2.8. Die Rdume (¢7]]-]|,) firl < p < oo sind vollstandig also Banachrdume.
Fiir p =2 handelt es sich auch um einen Hilbertraum.

1
Satz 1.2.9. Der Raum (C°([0,1)), ||-) mit ||If] = (folf(x)[Pda)” ist micht
vollstindig.

Satz 1.2.10 (Monotone Konvergenz, Beppo Levi). Sei D eine A-messbare Menge
und seien f,: D — Ry U {oo}, n € N messbare Funktionen, die fir n — oo
monoton gegen eine Grenzfunktion f konvergieren. Dann ist auch f A-messbar und

es gilt
/fd)\: lim/fnd)\.
D n—roo D

Satz 1.2.11 (Majorisierte Konvergenz, Lebesgue). Sei D eine A-messbare Men-
ge und seien f,: D — R§ U {oco}, n € N messbare Funktionen. Existiert
lim,, o fu(x) = f(x) fast berall und existiert eine A-integrierbare Funktion g
mit | fn| < g fir alle n € N. Dann ist f A\-messbar und es gilt

X = 1i /nd)\,
Jfar=tim [ ¢

sowtie

Jm [ 1f = falar=o.
Lemma 1.2.12. Sei (X, ||-]|) ein normierter Raum. Dann sind dquivalent:
(i) (X, |||]) ist ein Banachraum.

(ii) Jede absolut-konvergente Reihe Y 2, a; ist auch konvergent, d.h. lim,_,., >" ; a;
existiert in X.

Satz 1.2.13. Die Raume (LP(Q2), ||-||») mit 1 < p < oo sind Banachrdiume. Ferner
ist (L2(Q), |||lz2) ein Hilbertraum.

13



Beispiel 10. (C°(92),d) mit

= e = 2w llco
d(f, g) — 9" dzx - dx ~
1;1 L+ [ f — gl co

ist ein Fréchetraum.

Bemerkung 5. Wir erhalten eine erweiterte Hierarchie von Strukturen:

Hilbertraum > Skalarproduktraum
v L4

Banachraum > normierter Raum
v L4

Fréchetraum > metrischer Raum

Die Umkehrungen gelten dabei im Allgemeinen nicht.

Satz 1.2.14. Jeder normierte Raum (X, ||-||x) ist isometrisch isomorph zu einem
normierten Raum (X.,||-||«). Es ezistiert also eine Abbildung T: X — X,, die
ein Isomorphismus und eine Isometrie ist, wobei der Raum (X, ||-||«) ein dichter
Teilraum eines Banachraums (X, |-||x) ist und bis auf isometrische Isomorphie
eindeutig 1ist.

(X, ||| ) heift Vervollstindigung von (X, ||-||x).

Satz 1.2.15. C"(Q) ist dicht in (LP(Q2), ||-||z») fir m € NoU{oo} und 1 < p < oc.
Damit kann (LP(Q), ||||zr) mit der Vervollstindigung von CI*(QY) beziglich der
| ||Le -Norm identifiziert werden.

Satz 1.2.16 (Fixpunktsatz von Banach). Sei (X, d) ein vollstindiger metrischer
Raum, sowie F': X — X eine Kontraktion, d.h. es existiert ein A € (0,1) mit

Vawex : d(F(2), F(y)) < Ad(z,y) < d(z,y).

*

Dann besitzt F' einen eindeutigen Fizpunkt x*, d.h. es gilt F(z*) = x*.

Kompaktheit

Satz 1.2.17. Sei (X,d) ein metrischer Raum und K C X. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

(i) K ist folgenkompakt, d.h. jede Folge in K besitzt eine konvergente Teilfolge,
deren Grenzwert in K liegt.

(ii) K ist kompakt, d.h. jede Uberdeckung von K durch offene Mengen aus X
besitzt eine endliche Teiliberdeckung. Existiert also K C U;e; O; mit O; C X

offen, sowie I beliebige Indexmenge, existieren auch endlich viele iy, ... i, € I

(1ii) (K,d) ist vollstindig und K ist prakompakt, d.h. fir alle e > 0 existiert eine
endliche Teilmenge H C X mit K C Uyey Be().
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Satz 1.2.18. Jede kompakte Teilmenge eines metrischen Raums ist beschrinkt und
abgeschlossen.

Lemma 1.2.19 (Riesz). Sei (X, ||-||) ein normierter Raum und 'Y C X ein abgeschlosse-
ner Unterraum. Dann gilt:

Vocr<13z,ex\y : (|2, || = 1) A (d(z,,Y) := ;2@”“7 —yl[>7)

Satz 1.2.20. Sei (X, ||-||) ein normierter Raum. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent:

(i) Jede beschrankte und abgeschlossene Teilmenge von X ist kompakt in X .

(i) X ist ein endlichdimensionaler Vektorraum.

(iii) B1(0) ist kompakt in X.

Satz 1.2.21. Sei (X, d) ein metrischer Raum und O # K C X kompakt. Dann gibt
es zu jedem Punkt y € X einen Punkt xq € K, der von y den kleinsten Abstand
hat. Der Punkt xy heifst dann beste Approximation oder bestapproximierendes
Element von y in K.

Bemerkung 6. In nicht kompakten Mengen gibt es im Allgemeinen kein bestapproxi-
mierendes Flement. Beispielsweise fir y = —1 in

1 1
M, =(0,1] oder My= |J {, ] :
neNV{0} 2n 2n —1
Satz 1.2.22 (Arzela, Ascoli). Sei (K,d) ein kompakter, metrischer Raum sowie
A C C°%K,K). Dann sind die beiden folgenden Aussagen dquivalent:

(i) A ist relativ kompakt in C°(K,K), d.h. A ist kompakt in C°(K,K).

(i) A ist beschrinkt (d.h. ¢ := supsc4l/fllco < 0o0) und gleichgradig stetig.
Letzteres bedeutet, dass fir alle x € K und alle € > 0 ein 6(x) > 0 existiert,
so dass fiir alle f € A und alle y € By (x) die Ungleichung | f(x)— f(y)| < e
qgilt.

Bemerkung 7. Da K kompakt ist, gilt C°(K,K) = C3,,(K,K), wodurch §(x) unabhingig

von x gewdhlt werden kann. Sei dazue > 0 zu x € K und wdhle 6(x) wie in Satz 1.2.21(ii).

Wegen Kompaktheit von K, existieren xy,...,x, € K mit K CU}_, Bswy (xx) mit 6(xy)
2

O(z)
2

wie in Satz 1.2.21 (ii). Definiere nun 0 := minj<g<y,
k mit x € Bswy (xr) und y € By, (xr) auch

2

Yyens @) 1f (@) = )| < |f(2) = Flao) + | f () + fy)] < 2¢
Beispiel 11. Sei A = B1(0) in (CY([-1,1]),||-[|c1). Wegen || fllco < ||fller < 1 ist A

beschrdinkt, sowie via

Viea:|f(x) = fy)l < sup [f(O]- ]z -yl < |z -yl

gel-1,1]

, dann gilt wegen Existenz eines

auch gleichgradig stetig. Damit ist A relativ kompakt in (C°([—1,1]), [|||co)-
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Satz 1.2.23 (Fréchet, Kolmogorov, Riesz). Sei 1l < p < oco. Dannist A C LP(R™, K)
genau dann relativ kompakt, wenn die folgenden drei Eigenschaften erfillt sind:

(i) supseallfllze dst endlich.
(ii) Fiir ein h € R", |h| — 0 gilt supsea |l f(- +R) — f(-)||lr — 0.

(it) Es gilt sup e all f|l Lo @\Br(o)) — 0 fiir R — oo.
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1.3. Lineare Abbildungen in normierten Raumen

Satz 1.3.1. Seien (E,||-||g), (F,||||r) normierte Riume und sei T: E — F eine
lineare Abbildung. Dann sind folgende Eigenschaften dquivalent:

(i) T ist stetig fiir alle z € E.

(11) T ist stetig in 0.

n—oo n—0o0

(7ii) Fir eine Folge (x,)nen € E mit x,, —— 0 folgt Tx,, —— 0.

(iv) Es existiert ein o > 0 mit TBg C aBp. Dabei ist Bg :={z € F||z| < 1}
und aBp = {y € F||y| < a}.

(v) T ist beschréankt, d.h., es existiert ein > 0 mit | Tz||r < p||x||g fir alle
z€FE.

Definition 1.3.1 (Dualraum). Sei E ein K-Vektorraum und (E, ||-||g) ein nor-
mierter Raum. Dann heifst E' :== {T: E — K|T linear und stetig} der Dualraum
von .

Beispiel 12.

a) Sei E = (R", ||]]2), F' = (R™,||-|l2) fir n,m € N. Dann sind alle linearen Abbildun-
gen T: E — F stetig und konnen durch Matrizen dargestellt werden. Dasselbe gilt
auch fir alle anderen Normen, wegen der Aquivalenz von Normen.

b) Sei E = (C%([a,b]),||||lco) sowie T: E — R definiert durch

b
Tf:/a f(s)ds, (oo <a<b< o).

Die Abbildung T ist stetig, linear und damit im Dualraum E' enthalten. Auflerdem
ist V. E — F definiert durch

V() = /atf(s) ds  firt € [a,b)

linear und stetig, denn es gilt |V f|lco < (b—a) - ||f|co. Ferner ist V stetig als
Abbildung von (C°([a, b)), ||-||co) nach (C*([a,b)),||]|c1)-

Definition 1.3.2 (Raum der stetigen linearen Operatoren). Seien E und F' nor-
mierte Raume. Wir definieren

Lin(E,F) :={T: E — F|T ist linear und stetig}

und bezeichnen diese Menge als den Raum der stetigen linearen Operatoren.

Satz 1.3.2. Sei T € Lin(E, F), sowie

Tx F
T := sup | Tx|F = sup ITz||Fr = sup ||[Tz||r = su L
»€Bp By 2€0B 2 |lzlle
Dann st ||-|| eine Norm auf Lin(E, F), die sogenannte Operatornorm. Ist F
vollstindig, dann ist auch (Lin(E, F), ||-||) vollstandig. Insbesondere ist der Dual-

raum E" vollstindig.
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Beispiel 13. Sei ¢ € C°([0,1] x [0,1]). Dann ist

T pe TS mit T = [ 00 ) d

eine stetige, lineare Abbildung und es gilt

IT|| = sup W(fﬂ y)ldy.

xz€[0,1]

Lemma 1.3.3. Seien E, F,G normierte Riume und B € Lin(E,F), A € Lin(F,G),
dann gilt:

(i) Ao B € Lin(E,G) und |AoB| < |A|-|B].

(ii) Die Abbildungen M, : Lin(E,F) — Lin(E,G), T — Ao T und M,: Lin(F,G) —
Lin(E,G),S — S o B sind linear und stetig. Ferner gilt

M| < [[A]l und  [[M]] < [|B]].

Satz 1.3.4. Sei E ein Banachraum und T' € Lin(E, E) mit lim suanOOHT"H% <1
(zum Beispiel, falls ||T'|| < 1 ist). Dann ist Id — T bijektiv und es gilt

(Id—T)~ Z T" € Lin(E, E)
n=0

und die Reihe konvergiert beziiglich der Operatornorm. Die Reihe > 07 (T heifit
Neumannsche Reihe und verallgemeinert die geometrische Reihe.

Satz 1.3.5.

a) Sei E = (R",||'||lw), A € Lin(E, E) beschrieben durch die n x n-Matrix
A = (aij)ij=1...n- Dann kann die zugehorige Operatornorm berechnet werden

[A]l = max Zlawl

.....

Die Operatornorm heifit dann auch Zeilensummennorm |[|A||s.

b) Sei E = (R",||-|[1) mit A € Lin(E, E). Dann kann die zugehdrige Operator-
norm berechnet werden durch

|A|l = max Z|a”|

.....

Die Operatornorm heifit dann auch Spaltensummennorm ||A||;.

c) Sei E = (R™,||-|l2), A € Lin(E, E), Dann sei die zugehiorige Operatornorm
gleich der Wurzel aus dem griften Eigenwert der Matriz A*A. Die Operator-
norm heifit dann auch Spektralnorm ||Alf5.
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1.4. Differentation und Integration in Banachraumen

Definition 1.4.1. Seien (X, ||||lx), (Y,|-|ly) Banachriume, U C X offen und
F: X =Y eine Abbildung.

a) F heiffit Gateaux-differenzierbar, wenn die sogenannte Gateaux-Ableitung
DF(x)[v] von F an der Stelle x in Richtung v € X, welche definiert ist durch

DF(x)[v] := lim Fla +hv) - Fla)

h—o0 h

wobei h € R fiir alle v € X existiert.

b) F heifit Fréchet-differenzierbar in x € U, wenn eine stetige, lineare Abbildung
JF(z): X =Y euxistiert, so dass

L IF @+ h) = F(z) = IF@)Rly

=0
h—o0 1] x

gilt, wobei h € X ist.

Bemerkung 8.

a) Die Gateauz-Ableitung ist die Verallgemeinerung der Richtungsableitung aus der re-
ellen Differentialrechnung. Die Fréchet-Differenzierbarkeit ist die Verallgemeinerung
der totalen Differenzierbarkeit aus der reellen Differentialrechnung.

b) Sei X = R, dann gilt JF(z) = DF(x)[1], d.h. JF(x)[v] = vDF(x)[1] fir alle
velR.

Bemerkung 9. Mit Hilfe der Begriffe der Gateauz-Differenzierbarkeit und der Fréchet-
Differenzierbarkeit lassen sich zentrale Sdtze aus der reellen Differentialrechnung, z.B. der
Satz von Taylor, der Satz iiber die implizite Funktion oder die Sdtze tiber Extremstellen
(mit und ohne Nebenbedingungen) auf den Fall von Banachrdumen verallgemeinern.

Definition 1.4.2. Sei a,b € R, (X, ||-||x) ein Banachraum und f: [a,b] — X eine
Abbildung.

a) Sei P = {xg,...,x,} mit a = xy < 1 < -+ < x, = b eine Zerlegung
des Intervalls [a,b] und & = (&1,...,&,) mit & € [zk—1,xx]). Dann heifit
S(f, P,&) =Y 1(xr — x—1) f(&) Riemannsumme von f zur Partition P.

b) Die Abbildung f heifst Riemann-integrierbar, wenn der Grenzwert
lim,, o S(f, P(n),&(n)) fir alle Folgen (P(n),&{(n))nen von Partitionen
P(n) und n-Tupeln £(n), n € N fir die lim, ,o|P(n)] = 0 gilt, wobei
|P| := max{xy —xx_1|1 < k < n} die Feinheit der Partition ist, existiert.
In diesem Fall nennt man

[ f@ = i 507,28

das Riemann-Integral dber f von a bis b.
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Bemerkung 10. Mit Hilfe dieses Integralbegriffs, lassen sich zentrale Sdtze aus der
reellen Integralrechnung auf den Fall von Banachrdumen verallgemeinern. Zum Beispiel
erhdlt man den folgenden Satz:

Seia,b € K und (X,||"||x) ein Banachraum. Dann ist jede stetige Funktion f: [a,b] — X
Riemann-integrierbar.

Ferner ldsst sich mit Hilfe dieses Integralbegriffs der lokale Fxistenz- und Eindeutigkeitssatz
von Picard-Lindeldf auf den Fall von gewdhnlichen Differentialgleichungen mit Werten in
Banachrdiumen verallgemeinern.
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2. Hilbertraumtheorie

2.1. Orthogonale Projektionen

Satz 2.1.1. Sei H ein Hilbertraum und A C H abgeschlossen, nichtleer und konvex
(d.h. z,y € A impliziert \x + (1 — N)y € A fiir alle A € [0,1]). Dann ezistiert zu
jedem xo € H genau ein yo € A mit ||xg — yol| = infyeal|zo — yl|-

Satz 2.1.2. Sei M ein Untervektorraum eines Hilbertraums H. Dann ist yo € M
genau dann bestapproximierend an ein Element xo € H, wenn (xg — yo,y) = 0 fir
alle y € M gilt. yo heiffit dann orthogonale Projektion von xg auf M.

Theorem 2.1.3 (Projektionssatz). Sei M ein abgeschlossener Unterraum eines
Hilbertraums H. Dann ezistieren zu o € H genau zwei Punkte yo € M und
Yy € M+ = {y € H|Ypen (y,x) = 0}, s0 dass o = yo + y1 gilt. Das bedeutet
H = M ® M* ist die direkte Summe von M und M*.

Korollar 2.1.4. Zu jedem abgeschlossenen Unterraum M eines Hilbertraums H mait
M # H, existiert ein zo € H mit z9 # 0 und zo L M.

Definition 2.1.1. Sei I # () beliebige Indexmenge und (E, (-,-)) ein Skalarprodukt-
raum. Eine Familie (€;)icr, €; € E heiffit Orthonormalsystem (kurz: ONS), falls
fir allev,5 €1

L 1=

€, €E; :51 mait 5,2
< ]> 5] »J {0’ Z#]

gilt.

Lemma 2.1.5. Sei (e;);e; ein endliches Orthonormalsystem in E. Dann liefert die
Zuordnung Pr: x — > ;c1(x, e;)e; die orthogonale Projektion von x auf Ey := span{e; |1 €
I} und es gilt fir alle x € E die Identitat

l[* = > Iz, en)* + [lz = Pr(@)]|*

il
Auferdem sind die (e;);er linear unabhdingig.

Lemma 2.1.6 (Besselsche Ungleichung). Sei (e;);cr ein abzdihlbares Orthonormalsystem
in (E,(-,-)), dann gilt fir alle x € E die Ungleichung

> e < =l

il

Bemerkung 11. Man kann die Giiltigkeit der Besselschen Ungleichung auch allgemeiner
fiir beliebige Orthonormalsysteme beweisen.
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Satz 2.1.7. Fir jedes Orthonormalsystem (e;);e; mit I C N in einem Skalarpro-
duktraum (E,(-,-)) sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(1) span{e; |i € I} ist dicht in E.
(2) Fiir alle x € E gilt © = Y ;c;(x, e;)e;.

(3) Fir alle x € E gilt Gleichheit in der Besselschen Ungleichung, d.h.
l)1* = >_ Iz, e)|*.

i€l
Diese Identitdt ist auch als Parsevalsche Gleichung bekannit.
Ist E zusdtzlich ein Hilbertraum, so sind die obigen drei Aussagen dquivalent zu

(4) Das Orthonormalsystem (e;);er ist maximal, d.h. es gibt keiny € E, y &
{ei, |[i €I}, y#0 mit (y,e;) =0 fir allei € 1.

Definition 2.1.2. Fine Teilmenge T eines metrischen Raums M heifst separabel,
falls eine endliche oder abzihlbar unendliche Teilmenge A von M existiert, die
dicht in T ist.

Satz 2.1.8. H ist genau dann ein separabler Hilbertraum, wenn H ein mazimales,
abzdhlbares Orthonormalsystem besitzt.

Beispiel 14. Sei H, = L*([0,27],R). Dann ist {\/%,gl,hl,gg,hg,...} mit gn(x) =
ﬁ cos (nx) und h,(z) = ﬁ sin (nz) fir n € N ein mazimales, abzihlbares Orthonormal-
system. AufSerdem gilt fir alle f € Hy

f(x) L /027r f(t)dt + ;2 (/027r f(t) cos (nt) dt) cos(nx)

T or
1 & 2T
+=> (/ f(t) sin (nt) dt) sin(nx),
T =1 0
wobei die Reihen beziiglich der L*-Norm konvergieren. Fiir einen Beweis siche [1].

Sei Hy = L*([0,27],C). Dann ist {fn(x) = ﬁeim In e N} ein maximales, abzdihlbares
Orthonormalsystem und es gilt fir alle f € Ho

f@ =5 3 ([T swear) e

wobei die Reihe ebenfalls beziiglich der L?>-Norm konvergiert.

Bemerkung 12. Jede lineare Abbildung (: R™ — R ldsst sich durch eine Matrixz L =
(L1|La| ... |Ly) darstellen und es gilt

() = (Lol oo L) - | =< .
L

mit L; € R firie{1,...,n}.
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Theorem 2.1.9 (Rieszscher Darstellungssatz). Sei H ein Hilbertraum. Dann
existiert zu jedem ¢ € H' genau ein z € H so, dass folgende Figenschaften erfillt
sind:

1. U(z) = (x, 2) fir allex € H.

2.l = |
~— ~—
Operatornorm Norm in H

Korollar 2.1.10. Sei H ein Hilbertraum tber K und Ry: H — H' sei definiert durch

Ry Ru(y)(z) = (2,)

fir alle x,y € H. Dann ist J fiir K =R isometrischer Isomorphismus und fir K =C
ein isometrischer, konjugiert linearer Isomorphismus, d.h., Ry ist eine Isometrie sowie
konjugiert linear. Also gilt insbesondere fir alle y,,ys € H und o € C die Identitdt

Ry (y1 + aye)(z) = Ru(y1)(z) + aRu(y2)(2)
und Ry ist stetig.
Satz 2.1.11. Sei H ein Hilbertraum, y € H und ¢ € H'. Dann gilt
Voen £(z) = (2,9)

genau dann, wenn

;(y,y) — Re({(y)) = min (;<ZE,$> — Re (5@))) :

zeH

Theorem 2.1.12 (Lax-Milgram). Sei H ein Hilbertraum dber K und a: H x H —
K sei sesquilinear. Auflerdem gebe es Konstanten cq, Co mit 0 < ¢y < Cy < 00, S0
dass fir alle x,y € H die folgenden Figenschaften erfillt sind:

(i) Stetigkeit von a: |a(z,y)| < Collz| - |ly]|-
(ii) Koerzivitit von a: Re(a(zx,z)) > colx||?.
Dann existiert zu jedem ¢ € H' genau ein z € H mit
1. Firalley € H gilt a(y, z) = £(y).
2. lzll < el

AufSerdem existiert genau eine Abbildung A: H — H, mit a(y,x) = (y, Az) fir alle
x,y € H. Des Weiteren ist A linear und stetig sowie invertierbar mit || Al < Cp
und |[A7Y| < L

_CO'
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2.2. Anwendungen bei elliptischen Randwertproblemen
und Einfiihrung von Sobolevraumen

Sei Q C R" ein beschrinktes Normalgebiet und f € C°(Q). Wir definieren das Energie-
Funktional

E(w) ::/Q;Vw]2 — fwdx

sowie die Menge A, = CJ(Q) N C*(Q) mit g € C°(9Q) und C(Q) = {w € C*(Q) | w|sn =
g}

Wir suchen ein Minimum von E auf A,. Dieses Minimierungsproblem hat viele physikali-
sche Interpretationen. Beispiele sind eingespannte Membrane, elektrische Potentiale oder
stationdre Temperaturverteilungen.

Satz 2.2.1. Seiu € A;. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(1) E(u) = minyea, E(w).
(2) w erfillt fir alle ¢ € C(Q) die Identitdt

/Q(Vu, V) — fodz =0.

(3) w lost die Poissongleichung —/Au = f in Q mit der (inhomogenen) Dirichlet-
Randbedingung v = g auf 0S2.

Bemerkung 13. Notwendige Bedingung fir die Existenz einer Losung u von (3) in Satz
2.2.1 ist die Ezistenz einer Funktion u, € C*(2) N C°(Q) mit uyloq = g (das ist unter
geeigneten Voraussetzungen an die Regularitit von g und OS2 maéglich). Existiert eine
solche Funktion ug, dann ist (3) dquivalent zu

—ANu=f, in

=0, auf 02

mit 4 = u — ug und f=r+ Aug. Daher geniigt es, dass wir im folgenden homogene
Dirichlet- Randbedingungen, also g = 0 betrachten.

Nun zur Frage der Existenz eines Minimums:

Satz 2.2.2 (Poincaré-Ungleichung). Sei 2 C R" ein Gebiet, das zwischen zwei
Parallelen, die zueinander den Abstand d haben, liegt. Dann gilt fir alle u € C§(2):

k)

73 [Vl

Jullz> <

(SIS

mit ||Vl r: = (Ciy |0z ull72)?
Lemma 2.2.3. E ist auf Ay nach unten beschrainkt.

Bemerkung 14. Da E auf Ay nach unten beschrdankt ist, existiert eine Minimalfolge
(Un)nen € Ag. Wegen der Konvexitit von Ay ldsst sich analog zum Beweis von 2.1.1 mit
Hilfe der Parallelogrammgleichung zeigen, dass firi € {1,...,n} die Folgen (O, upn)nen
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Cauchy-Folgen beziiglich der L?>-Norm sind. Nun ist wegen der Poincaré-Ungleichung
auch (u,)nen eine Cauchy-Folge beziiglich der L*-Norm, beziiglich der Norm ||-||g: mit
Wfllzr = | fllzz + |V Sz sowie beziiglich der in diesem Fall zu |||z dquivalenten Norm
iy mat | Flly = I Flze.

Ay ist allerdings beziiglich dieser Normen nicht vollstindig. Wegen der Vollstindigkeit
von L? existiert aber zumindest v = lim,_,oo u,, € L? beziiglich der L*-Norm. Auferdem
existieren "0y u” = lim, .o Op,u, € L* beziiglich der L*>-Norm. Allerdings muss u im
Allgemeinen keine partiellen Ableitungen besitzen.

Zwischen u und den "0,,u” besteht folgende Beziehung:

Voecs () /Q”@miu”godx = —/Quamigodx.

Definition 2.2.1 (Sobolev-Réaume).

a) Sei Q CR"™ offen, m € N und 1 < p < oco. Dann heifit der Vektorraum

Wm™P(Q) = {f € LP(Q) | Y muitiindizes ss|<m g ere(q) : FO — £ A
Voeox@) /Q(aigo)fda: — (_1)\sl/ﬂwc(s> dx}

Sobolev-Raum der Ordnung m mit Exponent p. Fiir p = 2 schreibt man auch
H™(Q) statt W™2(Q).

Wir versehen W™P(Q) mit der Norm || fllwmr@) := 2 jsj<mlf | o). Fiir
p = 2 schreibt man auch ||-||gmq) statt || |wmrq)-

b) Die Funktionen f©) fiir |s| > 1 heiffen schwache Ableitungen von f und
werden mit O3 f = f) bezeichnet.

¢) Der Raum WP (Q) = CgO(Q)H'”Wm’p(Q) fir 1 < p < oo heif$t Sobolevraum
mit (verallgemeinerten) Nullrandwerten der Ordnung m mit Exponent p. Fir
p = 2 schreibt man auch HJ*(Q) statt Wi (Q).

Satz 2.2.4.
a) Alle schwachen Ableitungen sind eindeutig bestimmdt.

b) Besitzt f € W™P(Q) eine partielle Ableitung 05 f mit |s| < m, so stimmt 03 f
(modulo einer Nullmenge) mit der schwachen Ableitung ) iiberein. Dies
rechtfertigt die Notation 05 f = f(*).

Lemma 2.2.5 (Verallgemeinertes Fundamentallemma der Variationsrechnung).
Sei Q CR" offen, f € LY(Q), dann sind die folgenden Aussagen dquivalent.

a) Fir alle o € C2(Q2) gilt [ fodA=0.
b) Es gilt f =0 fast iberall.
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Satz 2.2.6.

a) W™P(Q), ||-|lwme)) sind Banachrdume, (H™(Q),|-|am)) sind Hil-
bertraume.

b) Firl <p < oo sind die Riume W™P(Q) bzw. H™(S2) separabel.

c) (Wm™P(Q), ||-lwme)) bzw. (H™(Q), ||| am)) sind modulo isometrischen Iso-
morphismus die Vervollstindigungen von {f € C*(Q) ||| fllwmr@) < oo}
bew. {f € C=(@) | |f lmiey < 09}

d) Fir 1 <p < oo und fir alle f € W™P(Q) existieren (fn)nenw € W™P(Q) N
C>(§2) mit
lim || f — fo|lwmr@) = 0.

n—oo

Satz 2.2.7 (Verallgemeinerte Poincaré-Ungleichung). Sei 2 C R"™ ein Gebiet, das
zwischen zwei parallelen Hyperebenen mit Abstand d liegt. Dann gilt

d
Vueri@) : llullzz < EHVUHL2

mit ||Vul|2 = (Z;’;lH@xiuH%z)% (schwacher Gradient).

Korollar 2.2.8. Die Normen |||z () und |||z« sind auf H}(Q) dquivalent, falls §
die Voraussetzungen des vorherigen Satzes erfillt. Dabei ist || f[ gy ) == IV fllz2()-

Satz 2.2.9. Sei Q C R™ ein beschrinktes Normalgebiet, f € L*(Q2) und

E(w) _/Q;wm2 _ G

Dann besitzt E auf H}(Q) eine eindeutige Minimalstelle u und u ist eindeutige
schwache Lésung des Dirichlet-Problems fiir die Poisson-Gleichung —/Au = f, es
qilt also

Vpem) - /Qvu Vo — fodr =0.

Wir mochten nun unsere Losung auf elliptische Randwertprobleme verallgemeinern. Sei
dazu Q C R" ein beschrinktes Normalgebiet. Gesucht sind Funktionen u € C?*(), welche
die elliptische Differentialgleichung

i=1 1

j=

in Q 16sen. Dabei seien a;;, h; € CH(Q) fur 4,5 = 1,...,n und f,b € C°(Q) sowie die
Matrix (a;j(x));; gleichméfig elliptisch in x, d.h. es existiert ein ¢y > 0 so, dass fur alle
xr € R, £ € R™ die Ungleichung

Y aij(2)&&; > col€]?
j=1
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erfillt ist. Dabei beschreibt fiir jedes ¢ > 0 die Menge der Punkte £ € R”, fiir die
> ai(2)&:&; = c gilt, eine Ellipse. Die Matrix (a;;(z));,; kann unsymmetrisch sein. Sol-
che elliptischen Differentialgleichungen sind ohne zusétzliche Bedingungen nicht eindeutig
losbar. Meistens erhélt man eindeutige Losbarkeit durch Einfithrung von Randbedin-
gungen. Die beiden héufigsten Randbedingungen, die in der mathematischen Physik
vorkommen, sind

1. Dirichlet-Randbedingungen:

u lost (I) auf Q,
u =g auf 9Q, g € C°(09Q).

2. Neumann-Randbedingungen:

u lost (1) auf €,
-y (Z?:1 ;0w + hi> =g auf 99, g € C°(00),

wobei v = (v;);=1..._n die duBleren Normaleneinheitsvektoren an 0 sind.

-----

Wie bei der Poissongleichung, fiihren wir auch hier schwache Losungsbegriffe ein. Sei nun
a;; € L>(2) und erfiille gleichméBige Elliptizitdtsbedingungen fast iiberall auf Q, b € L*>
und h;, f € L?(Q). Aus denselben Griinden wie bei der Poissongleichung geniigt es, wenn
wir den Fall ¢ = 0 untersuchen.

e u: Q — R heiBt schwache Lisung des Dirichlet-Problems, falls u € H} () und

Voeni@) : /Q (Z O, (Z a;; 0 ju + h) + p(bu + f)) dA=0
i J

gilt.

e u: Q — R heiBlt schwache Lisung des Neumann-Problems, falls u € H'(2) und

Vocri(o) /Q (Z O, (Z a;;0x;u + hz) + p(bu + f)) d\=0
i j

gilt.

Zusatzlich setzen wir b > 0 fiir das Dirichlet-Problem und b > by > 0 fur das Neumann-
Problem voraus.

Satz 2.2.10.

e Unter den gesamten obigen Voraussetzungen existiert genau eine schwache
Lésung des Dirichlet-Problems.

o Unter den gesamten obigen Voraussetzungen existiert genau eine schwache
Lésung des Neumann-Problems.
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Bemerkung 15. Unter zusdtzlichen Regularititsannahmen an die Daten a;;, hi, b, f
und 0N kann man zeigen, dass die schwache Lisung so requldr ist, dass sie auch eine
klassische Lisung ist. Wihit man beispielsweise a;; € C™Y(Q), h; € H™', f € H™ und
ist ) lokal als Graph von C™V'-Funktionen darstellbar, erhdlt man u € H™?(Q) und
damit fiir hinreichend grofies m (in Abhdingigkeit von n) auch u € C*(Q).

Fiir nihere Details sei auf die elliptische Regularititstheorie (L?-Theorie, LP-Theorie,
C%* — Theorie) verwiesen. In einigen Fillen werden dabei die Sobolevschen Einbet-
tungssdtze verwendet.

Wir werden nun noch kurz auf die Méglichkeiten der endlich-dimensionalen Approximati-
on von Losungen der ellptischen Randwertprobleme eingehen.

Sei u € H'(Q) die schwache Losung des Neumann-Problems und u € Hg () die schwache
Losung des Dirichlet-Problems. Wir wihlen N-dimensionale Unterrdume Xy von H'(Q)
bzw. H}(€2). Dann existiert genau ein uy € Xy, so dass

Voexy ° /QZ&EQO (Z QijOp, uN + h,;) + plbuy + f)dA =0
i j

ist, und beziiglich einer Basis {@,gN),k = 1,...,n} hat uy die Darstellung uy =
Zszl uN,kgpéN), wobei die Koeffizienten uy; € R als eindeutige Losung des linearen
Gleichungssystems

N
S aVuye+ ™ =0, k=1,...,N
/=1

mit
N N N N N
al) =/Q (Zaiﬁxmi 19250 + b o} )) dA
1,J

und

o = [ 32 0neth+ M f

gegeben sind. Der Nachweis der Struktur des linearen Gleichungssystems geschieht durch
direktes Nachrechnen. Der Nachweis der eindeutigen Existenz von uy kann entweder mit
Lax-Milgram im Hilbertraum X gefithrt werden (X ist als endlich-dimensionaler Raum
vollstandig), oder indem man zeigt, dass die Voraussetzungen an a;;, insbesondere die
gleichméBigen Elliptizitatsbedingungen die Invertierbarkeit der Matrix des Gleichungssys-
tems implizieren. Die obige Approximation nennt man auch Ritz-Galerkin-Approzimation.

Die zentrale Fehlerabschitzung fiir diese Approximation ist:

Lemma 2.2.11 (Céa). Fir eine Konstante C' > 0 (die von den Konstanten im Theorem
von Laz-Milgram abhdangt) gilt:

Ju =l <€ inf lu vl

Wegen der Separabilitit von H' kénnen die Xy so gewdhlt werden, dass

infuexy lu — vl 22250

gilt.
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Beziiglich der Fehlerabschatzungen fiir numerische Verfahren, die bei der numerischen
Durchfithrung der Ritz-Galerkin-Approximation eingesetzt werden (Interpolation, nu-
merische Integration, iterative Losung des linearen Gleichungssystems) sei auf Numerik-
Lehrveranstaltungen verwiesen.
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2.3. Der Spektralsatz fiir kompakte, selbstadjungierte
Operatoren

Seien Hy, Hy Hilbertraume, 7' € Lin(Hy, Hy) und y € Hs. Dann ist die Abbildung
T <TZL', y>H2

ein Element des Dualraums von H;.
Nach dem Rieszschen Darstellungssatz (Theorem 2.1.9) existiert genau ein 7%y € H; mit

<Tl’, y>H2 = <x> T*y>H1'

Definition 2.3.1 (Hilbertraum-Adjungierte). Seien Hy, Hy Hilbertraume, T €
Lin(Hy, Hy). Dann heifit die Abbildung T*: Hy — Hy mit (Tx,y)n, = (z, T*y) x,
fiir alle x € Hy und y € Hy Hilbertraum-Adjungierte von T

Lemma 2.3.1.
a) Es gilt T* € Lin(Ha, Hy) mit ||T*]| = ||T||.

b) FiroaeKist (oT) =aT*.
Ferner gilt (T + S)" =T*4+ 5* und (T 0 S)* = S*o T™.
c) BEs git T =T.
Beispiel 15. Wir tragen einige einfache Beispiele zusammen.
a) Sei Hy = Hy =R", T = (aij)ij=1,..n- Dann ist T* = (a;;)" die transponierte Matriz.

b) Sei Hy = Hy = C", T = (ay;). Dann ist T* = (a;)".

c) Sei HH = Hy = (%, T(x,) = (a,,), n € N mit sup,|a,| < co. Dann ist T*(x,) =
(anzy) =T.

d) Sei Hy = Hy = (%, T(z,) = (anzyn), n € N mit sup,|a,| < co. Dann ist T*(z,) =
(@ n).

Beispiel 16. Wir betrachten ein etwas komplizierteres Beispiel. Sei Hy = Hy = L?(£2;,C),
Q1 A-messbare Teilmenge von R, K: €)1 x Q9 — C, Qo A-messbare Teilmenge von R™
sowie K messbare Funktion mit

1= ([ [ 1€ mRanag)” <oc

Tin)= [ KEnf©ds ne

ein Element von Lin(L*(Qy,C), L?(Qy, C)) mit ||T|| < || K. AuBerdem ist im Falln = m,
Ql - QQ

Dann ist T mit

g(n) = [ K. €(€) de.
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Die Stetigkeit ergibt sich dabei mit der Ungleichung von Cauchy-Schwarz:
2
1751 = [ | ] Kems©a a

Q 10y

< [ ([ 1KEnl-15@1de) an

< [ (L Eemrag) - ([1r©Fa) an
= K111

<00

und somit ist T € Lin(L*(Qq, C), L*(Q, C)). Den adjungierten Operator T* erhdlt man
durch direktes Nachrechnen (beachte (f,g)r2 = [ fgd\). Im FallK =R ist T* =T.

Definition 2.3.2 (selbstadjungiert). Der Operator T' heifit genau dann selbstad-
jungiert, wenn T'=T* gilt. Das ist dquivalent dazu, dass die Gleichung

fiir alle x,y € H erfillt ist.

Bemerkung 16. Aus der Selbstadjungiertheit von T folgt insbesondere
(Te,z)y = (x,Tx)y = (Tx,x)y

fiir alle x € H. Also ist (Tz,x)y € R fir alle x € H.

Definition 2.3.3 (Normaler Operator). 1" heifit genau dann normal, wenn T*T =
TT* gilt. Dies ist aquivalent dazu, dass fir den Kommutator [T*,T) := T*T—-TT* =
0 gilt.

Lemma 2.3.2. Der Operator T ist genau dann normal, wenn
1Tl = T 2 a

fir alle x € H gilt.

Definition 2.3.4 (Kompakter Operator). Seien E,F Banachrdiume. Der Ope-
rator T € Lin(E, F) heifit kompakt, falls TBg (der Abschluss des Bildes der
abgeschlossenen Einheitskugel in E) kompakt in F ist. Aquivalent dazu sind

e FEine Folge (x,)nen € Bg impliziert, dass (T'x,)nen €ine konvergente Teilfolge
in F' besitzt.

e Flir alle e > 0 existiert eine endliche Teilmenge M C F' mit T'By C M +¢Bp.

Wir bezeichnen die Menge aller kompakten Operatoren von E nach F mit K(E, F)
bzw. K(E,E) = K(E).

Lemma 2.3.3. Die Menge K (E, F') ist ein abgeschlossener Untervektorraum von Lin(E, F).
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Beispiel 17.

a) T € Lin(E,F) wobei TE endliche Dimension hat (also hat T auch endlichen
Rang). Dann folgt T € K(FE,F). Dies gilt, da TBg beschrinkt in TE und TE
wegen Vollstindigkeit abgeschlossen in F ist. Also ist T Bg kompakt in TE (wegen
dim(TFE) < o0) und so auch in F.

b) Hat E endliche Dimension, folgt K(E, F) = Lin(E, F) (da fir alle T € Lin(E, F)
dim(TFE) < oo gilt).

c) Seien F(E,T) alle Operatoren mit endlichem Rang. Dann gilt F(E,F) C K(E, F).

Man kann sich die Frage stellen, ob sogar F(E, F') = K(E, F) gilt. Dies ist im Allgemeinen
zu verneinen, was 1971 von Enflo gezeigt wurde. Allerdings gilt die Gleichheit, wenn F
ein Hilbertraum ist.

Lemma 2.3.4. Sei E ein Banachraum und F ein Hilbertraum. Dann gilt

F(E,F)=K(E,F).

Beispiel 18. Der in Beispiel 16 definierte Integraloperator T: L?(Q1,K) — L?(Qy, K)
ist kompakt. Denn wihlt man ein vollstindiges Orthonormalsystem (e, )nen von L*(Q4,K),
erhalten wir mit Parseval

112 = [ IR lez(000) do

- Z|<K(x7')76n>L2(Ql,K)|2dI

— /Q S [ Ten(2)[? do

neN

= ZHT%”%?(QQ,K)-

neN

Wir definieren nun die orthogonalen Projektionen P, durch P,f = Y}_i(f, €k>L2(Ql7K)ek.
Dann gilt wegen Stetigkeit von T und Satz 2.1.7:

||Tf - TPanL?(Qz,K) =T (Z(ﬂ €k>L2(Ql,K)6k)
k’>TL L2(QQ,K)
= 1D _{f en) 2 ) Tex
k>n L2(92,K)
<> ‘(f, €k>L2(Q1,K)' N Terll 1200 k)
k>n
1 1
2 2
< (Z\(f, €k>L2(Q1,K)|2> : (ZIITek\I%z<92,K)> :
k>n k>n
S”f”LQ(Ql,K) —)n_mo 0

Daraus folgt lim, oo TP, = T in Lin(L?*(Q,K), L?(Qs,K)). Da R(P,) und so auch
R(TP,) =T(R(P,)) endlich-dimensional sind, folgt nach Lemma 2.3.4 die Kompaktheit
von T'.
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Man kann bei Vorhandensein entsprechender Integrabilitiat von K auch Integraloperatoren
TP von LP(£2,K) nach L4(€s, K) mit ;17 + é = 1 erhalten. Auch diese sind stetig, was
man ahnlich wie im Fall p = ¢ = 2 beweisen kann — hier mit der Hélder-Ungleichung
statt mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung. Der Nachweis der Kompaktheit verlauft iiber
den Satz von Fréchet-Kolmogorov-Riesz, siehe [1]. Solche Operatoren nennt man auch
Hilbert-Schmidt-Integraloperatoren.

Lemma 2.3.5 (Produkt kompakter Operatoren). Seien X,Y,Z Banachriume sowie
Ty € Lin(X,Y) und Ty € Lin(Y, Z). Ist nun Ty oder Ty kompakt, folgt die Kompaktheit
von Ty o T].

Bemerkung 17. Das eben bewiesene Lemma 2.3.5 ldsst sich fir X =Y = Z auch in
der Sprache der Algebra ausdriicken. Mit der Verkettung o als Multiplikation, wird der
Vektorraum (Lin(X), +, 0) eine (nicht kommutative) Algebra. Das heifit, die Multiplikation
erfillt das Assoziativgesetz (aber nicht das Kommutativgesetz) und ist distributiv iber
der Addition. Auferdem gilt fiir alle Skalare o € K die Identitdt

a(fog) =(af)og=fol(ag).
Ferner gilt fir S,T € Lin(X) nach Lemme 1.53.3 die Ungleichung
1S o Tl < (IS - [IT]-

FEine Algebra mit einer Norm, die diese Ungleichung erfillt, heifst Banachalgebra. Damit
ist (Lin(X),+,0,]|"||) eine Banachalgebra. Und Lemma 2.5.5 besagt nun, dass K(X) ein
Ideal in dieser Banachalgebra ist.

Satz 2.3.6 (Eigenschaften kompakter Operatoren). Sei X ein Banachraum,
T e K(X)und0# X €K sowie A= \d—T, dann gilt:

1. dim(kern(A)) < oco.
2. M(A) ist abgeschlossen in X.

3. A ist genau dann injektiv, wenn A surjektiv ist.
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Fiir den Rest dieses Kapitels sei X ein Banachraum iiber C und 7" € Lin(X).
Definition 2.3.5.

1. Die Menge o(T) := {\ € C: ANId =T ist bijektiv } heifst Resolventenmenge
von T

2. Die Menge o(T) := C\ o(T) heifst Spektrum von T
Das Spektrum von T' kann zerlegt werden in das

e Punktspektrum
op(T) :=={A € a(T) : N\Id =T ist nicht injektiv.},
e kontinuierliches Spektrum
0o(T) :={X € o(T) : N\Id =T ist injektiv, nicht surjektiv und

RO—T) = X.},

e Residualspektrum

o.(T) :={X € a(T) : \Id —T ist injektiv und R\ —T) # X.}.

3. Sei A € 0,(T), dann existiert ein x # 0 mit Tx = Ax. In diesem Fall heifst A
Eigenwert und x Eigenvektor von T'. Ist X ein Funktionenraum, so heifit x
auch Eigenfunktion. Der Untervektorraum Kern(A1d —T') heifit Eigenraum
von T zum Eigenwert ).

Der Eigenraum ist ein T-invarianter Unterraum, das heifst, es gilt

T(Kern(AId —T)) C Kern(AId —T).

Im weiteren Verlauf verwenden wir folgenden, nicht trivialen Satz aus der Banachraum-
theorie, den wir spater im Kapitel tiber Banachraumtheorie beweisen werden.

Satz 2.3.7. Seien E,F Banachridume und sei L € Lin(E, F) bijektiv. Dann ist
auch L™ stetig, also L™ € Lin(F, E).

Korollar 2.3.8. Sei A € o(T'), dann gilt
ROLT) == (A —T)"' € Lin(X).

Dabei heifit R(A\, T') Resolvente von T in A und X\ — R(\,T') nennt man die Resolventen-
funktion.

Satz 2.3.9. Die Resolventenmenge o(T) ist offen in C und die Resolventenfunktion
ist eine holomorphe Abbildung von o(T') C C nach Lin(X), das heifit, der Grenzwert

lim RA+h,T)— R\ T)
Coh—0 h

existiert in Lin(X). Auflerdem gilt weiter fir X € o(T') die Ungleichung

1RO, T 7Y < dist(), o(T)).

Satz 2.3.10. Das Spektrum o(T) ist kompakt. Und falls zusdtzlich X # {0} gilt,
ist das Spektrum o(T) nicht leer mit

. L
sup [N = lim [T < 17|
Aea(T)

Dieser Wert wird dann Spektralradius von T" genannt.
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Satz 2.3.11. Sei X # {0} ein Hilbertraum tber C und T € Lin(X) normal, dann
qilt

sup |A| = [T

Ao (T)

Satz 2.3.12. Sei T € K(X). Dann besteht die Menge o(T)\{0} aus abzihlbar (also
endlich oder abzihlbar unendlich) vielen Eigenwerten mit 0 als einzig moglichem
Haufungspunkt.

Falls o(T') unendlich viele Elemente enthdlt, dann ist o(T) = 0,(T") U {0} und 0
ist Haufungspunkt von o(T).

Fir A € o(T) \ {0} ist dim(Kern(AId —T')) < oo. (Diese Zahl nennt man auch die
Vielfachheit des Eigenwerts X.)

Ist dim(X) = oo, dann ist 0 € o(T).

Theorem 2.3.13 (Spektralsatz fiir kompakte, selbstadjungierte Operatoren). Sei
H ein Hilbertraum tiber C und T # 0 ein kompakter, selbstadjungierter Operator
auf H. Dann gilt:

1. Es gibt ein Orthonormalsystem in H aus Eigenvektoren ey, , k € N C N, j, €
{1,...,dim(Kern(A\ Id =T")) < oo} zu den von 0 verschiedenen Eigenwerten
Mo, k€ N, won T mit Ay, # i, fiir ky # ko, das heifst, es gilt:

Tex,;, = Aiex,, ,

wobei {\, : k € N} = 0,(T) \ {0}. Falls N eine unendliche Menge ist, gilt

H = Kern(T) @ span{ey; }, wobei span{ey; } L Kern(T') ist.
Fiir alle x € H gilt: Tx = Y ey Mz, ekjk>H er,, -
ap(T) € =TI, IT]l] < R.

IT]| € 0p(T) oder —||T| € o,(T).

S & e

Ist T positiv semidefinit, das heifst, fir alle x € H gilt (x,Tx)y > 0, dann
gilt op(T') € [0, || T'])]-

Bemerkung 18. Theorem 2.3.13 ist eine unendlich-dimensionale Verallgemeinerung des
Theorems aus der Linearen Algebra tiber die reelle Diagonalisierbarkeit symmetrischer
Matrizen mit Hilfe von Orthonormalbasen aus Eigenvektoren.

35



Satz 2.3.14 (Spektralsatz fiir kompakte, normale Operatoren). Sei H ein C-
Hilbertraum und T € K(H) normal mit T # 0. Dann gelten folgende Aussagen aus
Theorem 2.3.13:

1. Es gibt ein Orthonormalsystem in H aus Figenvektoren €k;, » ke NCN, g, €
{1, ..., dim(Kern(A\y Id =T")) < oo} zu den von 0 verschiedenen Eigenwerten
Mo, B € N, von T mit Ay, # Mg, fiir kv # ko, das heifst, es gilt:

Tey;, = Axey,,

wobei {\; : k € N} = 0,(T") \ {0}. Falls N eine unendliche Menge ist, gilt
limk_mo /\k =0.

2. H = Kern(T) @ span{ey; }, wobei span{ey,; } L Kern(T) ist.

3. Fiir alle x € H gilt: T = Y ey M\e(2, 6kjk>H ek, -
Bemerkung 19. Anhand des Beweises erkennt man, dass die Aussagen 4. und 6. auch
gelten, falls T nur ein selbstadjungierter, stetiger Operator, aber nicht kompakt ist.

Bemerkung 20. Ist X ein Banachraum dber R, so kann man X komplezifizieren,
das heifst, sei X = X x X und fiir v = (21,72) € X, a = a+ib mit a,b € R sei
ax = (ax; — brg,axy + bxy) und T := (x1, —x2). Damit wird X zu einem Vektorraum
tber C und mit

N

ol = sup (llcos(@)ay — sin(B)z2% + Isin(0)a1 + cos(0)z2]% )
€

Fiir allex € X und 0 € R qilt dann:
ez = [l %

Dadurch wird X zu einem Banachraum diber C. Falls X ein Hilbertraum ist, so ist X
dann ein Hilbertraum tiber C.

Sei T' € Lin(X), dann ist durch Tz = (T'x1,Txs) ein stetiger linearer Operator T auf 7
definiert.

Zusétzliche Eigenschaften, wie Kompaktheit oder Selbstadjungierung tibertragen sich von
T auf T. Somit kann man mit Hilfe dieser Komplexifizierung Spektralsédtze wie Theorem
2.3.13 auch auf reelle Hilbertraume iibertragen.

Entsprechendes gilt fiir Spektralsétze in reellen Banachrdumen.
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Satz 2.3.15 (Charakterisierung von Eigenwerten). Sei H ein C-Hilbertraum und
T # 0 ein kompakter, selbstadjungierter Operator auf H. Dann gilt falls

T
A := sup Rp(u) := sup M = sup (Tu,u)y
u€H, u€EH, (u, U>H u€H,
u#0 u#0 [lull =1

ungleich 0 ist, dass \ der grofite von 0 verschiedene Figenwert von T und das
Supremum wird von allen Eigenvektoren zum Figenwert A angenommen.
Falls

W= Jgg Rr(u) #0

U0

ist, dann ist p der kleinste von 0 verschiedene Figenwert von T und das Infimum
wird von allen Eigenvektoren zum Figenwert X angenommen.
Fiir alle von 0 verschiedene Eigenwerte sind die Losungen der jeweiligen Eigen-
wertgleichungen die Lésungen von Variationsproblemen mit Nebenbedingung, wobei
die Figenwerte als Lagrangeparameter auftauchen.
Den zweitgrif$te, von Null verschiedenen Eigenwert erhdlt man durch

sup  Rr(u).

u€H,

u#0,
ulKern(AId—T)

Entsprechend fortsetzten kann man dieses Verfahren fir die anderen von Null
verschiedenen Figenwerte.
Rr(u) nennt man auch den Rayleigh-Quotienten von u.

Definition 2.3.6 ((Schwacher) Inverser Laplace-Operator). Sei Q@ C R™ ein
beschrinktes, stickweise C'-berandetes Gebiet. Dann ist der (schwache) inverse
Laplace-Operator (mit homogenen Dirichlet-Randbedingungen)

ATV LA(Q) = Hy(Q), fr AT

definiert durch die nach Satz 2.2.9 fiir jedes f € L*(Q) eine eindeutige Lisung
ATrf e H}(Q) von
/52VA*1f-Vgo+f<pd)\:O

fiir alle ¢ € H}(Q).

Satz 2.3.16 (Satz von Rellich). Sei Q wie in Definition 2.3.6, dann ist die
FEinbettung
Id: H'(Q) — L*(Q)

ein kompakter Operator, das heifit, jede beschrinkte Folge in H(Q) besitzt beziiglich
der L?>-Norm eine konvergente Teilfolge.

Satz 2.3.17 (Eigenschaften von —A™'). Der (schwache) inverse negative Laplace-
Operator —A~! ist ein injektiver, positiv semidefinierter, kompakter, selbstadjun-
gierter Operator auf L*(Q).
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Satz 2.3.18 (Spektralsatz fiir den Laplace-Operator). Sei Q) C R™ ein beschranktes
und stiickweise C-berandetes Gebiet. Sei A == (A1) : A™L(L2(Q)) — L2(Q)
der schwache Laplace-Operator, dann gilt:

1. 0p(—A) ={ A : k€ N} mit 0 < A\ < \g < ... sowie dim (Kern (A, Id +A)) <
00 und limy_soo A\, = 00.

2. Es existieren Funktionen ey, k € N aus H}(Q), so dass (ex)ren €in
vollstindiges Orthonormalsystem in L*(2) aus Eigenvektoren von —A ist,
das heifst, es gilt

Voeri() © (€ @)t = Meler, ) L2

und
(e} (o)
Vuer2@) : U= Z(ek,u>Lzek beziiglich L* und |ul|3> = Z(ek,uﬁ;z.
k=1 =1l
3.
[
A1 = min gIO:uGHé,u#O )
ez
(Il 1 |
Ak41 = min H H2° cu € Hy,u#0, u_Lspan{e;,j=1,...,k} ;.
ul|72
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3. Banachraumtheorie

3.1. Der Satz von Hahn-Banach und die Hauptsatze der
Banachraumtheorie

Der Satz von Hahn-Banach

Theorem 3.1.1 (Satz von Hahn-Banach). Sei X ein R-Vektorraum und sei

1. Die Abbildung p : X — R sublinear, das heif§t, es gilt:
o Fir alle x,y € X gilt: p(x +y) < p(z) + p(y).
o [ir alle x € X wund fir alle o > 0 gilt: p(ax) = ap(x).

2. Die Abbildung f : Y — R ist linear, wobei Y ein Untervektorraum von X ist.
3. Fiir alle x € Y gilt f(x) < p(x).

Dann gibt es eine lineare Abbildung F : X — R mit F(z) = f(z) firx € Y und
F(z) < p(x) firz e X.

Lemma von Zorn:

Sei (M, <) eine nichtleere, partiell geordnete Menge (das heif§t, aus m; < mo und
me < mg folgt my < mg und fir alle m € M gilt m < m), so dass jede total geordnete
Teilmenge N (das heifit, fir alle ny,ng € N gilt ny < ng oder ny < ny) eine obere
Schranke besitzt (das heifit, es gibt ein m € M mit n < m fir alle n € N ). Dann besitzt
M ein mazimales Element (das heifst, es gilt mg € M, sodass fir alle m € M gilt: aus
mo < m folgt m < myg).

Satz 3.1.2 (Satz von Hahn-Banach fiir lineare Funktionale). Sei X ein normierter
K-Vektorraum und Y ein Untervektorraum (mit der Norm von X ). Dann gibt es
zu jedem y' aus dem Dualraum Y’ ein ' € X' mit ' =y auf Y und

1l = 119/ Il
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Anwendungen des Satzes von Hahn-Banach

Satz 3.1.3. Sei Y ein abgeschlossener Unterraum eines normierten Raumes X
und o ¢ Y. Dann gibt es ein ' € X' mit 2’ = 0 auf Y, ||2'||x = 1 und
@' (xg) = dist(zo,Y).

Bemerkung 21. Satz 3.1.3 kann als Verallgemeinerung des Projektionssatzes fir Hil-
bertrdume aufgefasst werden. Ist namlich X ein Hilbertraum, so definiere

0= (5 o)

wobei P die orthogonale Projektion auf'Y sei. Dann gilt nach dem Projektionssatz:
=0 aufY und x'(xg) = 2'(xg — Pxo) = ||(Id —P)x||
und auflerdem ist |x'(x)| < ||z||x. Also hat &’ die Eigenschaften aus Satz 3.1.3.
Korollar 3.1.4. Sei X ein normierter Raum und sei xo € X, dann gilt Folgendes:
1. Fir alle ©g # 0 existiert ein xy € X' mit ||| x = 1 und x((zo) = ||zol| x-
2. Ist 2'(xo) = 0 fir alle ' € X', dann ist zo = 0.

3. Sei Jxwxo(z') := x'(xo) fiir alle ' € X'. Dann ist Jxxg € X" mit ||Jxxo|| = |70l x,
wobei X" den Bidualraum beschreibt.

Theorem 3.1.5 (Trennungssatz). Sei X ein normierter Raum und M eine nicht
leere, abgeschlossene und konvexe Teilmenge von X und xy € X\ M. Dann ezistieren
ein ' € X' und ein o € R mit Re (2'(z)) < « fiir alle v € M und Re (z'(x0)) > a.
Insbesondere ist ' # 0 und somit {x € X : Re(z'(x)) = a} eine Hyperebene.

Bemerkung 22. Fir nicht konvexe Mengen gibt es im Allgemeinen keine entsprechende
Aussage.

Die Hauptsatze der Banachraumtheorie

Theorem 3.1.6 (Bairescher Kategoriensatz). Sei X ein nichtleerer vollstindiger
metrischer Raum und X = Ueny Ar mit abgeschlossenen Mengen A, C X. Dann

gibt es ein ko € N mit (Ay,)° # 0.

Theorem 3.1.7 (Prinzip der gleichméfigen Beschrénktheit). Sei X ein nichtleerer
vollstiandiger metrischer Raum und Y sei ein normierter Raum. Sei weiter F C
C° (X,Y) mit supsez| f(x)|ly < oo fir jedes x € X. Dann existiert ein zo € X
und ein g9 > 0, sodass

sup _supl|f(z)[ly < oo
z€Be, (zo) fer

gilt.
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Theorem 3.1.8 (Satz von Banach-Steinhaus). Sei X ein Banachraum, Y ein
normierter Raum und T C Lin(X,Y) mit supper||Tx|ly < oo fir jedes x € X.
Dann ist T eine beschrinkte Menge in Lin(X,Y'), das heifst

sup ||T||Lin(X,Y) < 0.
TeT

Satz 3.1.9. Sei X ein Banachraum, Y ein normierter Raum und T C Lin(X,Y)
mit der Eigenschaft, dass fir alle x € X und fir alle y' € Y gilt: supper |y (Tx)] <
0o. Dann ist T eine beschrankte Menge in Lin(X,Y).

Definition 3.1.1 (Offene Abbildung). Seien X,Y zwei metrische Raume. Dann
heifst die Abbildung f : X — Y offen, falls gilt:

U offen in X = f(U) offen in Y.

Bemerkung 23. Ist f bijektiv, so ist f genau dann offen, wenn f~' stetig ist.
Sind X, Y normierte Raume und ist die Abbildung T : X — 'Y linear, dann gilt:

T ist offen < Fs50: Bs(0) C T(B41(0)).

Denn sei U offen und x € U. Dann wdhlen wir ein € > 0 mit B.(x) C U. Wegen der
Inklusion Bs(0) C T'(B1(0)) folgt

B.s(Tz) CT(B:(z)) CT(U) = T(U) ist offen.

Theorem 3.1.10 (Satz von der offenen Abbildung). Seien X undY Banachrdume.
Dann gilt fir jedes T € Lin(X,Y)

T ist surjektiv < T ist offen.

Theorem 3.1.11 (Satz von der inversen Abbildung). Sind X,Y Banachrdume
und T € Lin(X,Y), dann gilt:

T ist bijektiv = T~ € Lin(Y, X).

Theorem 3.1.12 (Satz vom abgeschlossenen Graphen). Seien X,Y Banachrdume
und die Abbildung T : X — Y linear. Dann ist der Graph

graph(T) := {(z,Tz) e X xY : z € X}

genau dann abgeschlossenen in X XY, wenn T € Lin(X,Y).

Definition 3.1.2 (Projektion auf Y). Sei X ein Vektorraum und Y C X ein
Untervektorraum. Eine lineare Abbildung P : X — X heif$t (lineare) Projektion
auf Y falls

P>=P und R(P)=Y

gilt.
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Lemma 3.1.13.
1. P ist genau dann eine Projektion aufY, wenn (P : X — Y wund P |y=1d) ist.
2. Falls P: X — X eine Projektion ist, dann gilt X = Kern(P) @ R(P).

3. Falls P : X — X eine Projektion ist, so ist (Id —P) ebenfalls eine Projektion mit
o Kern(Id —P) = R(P),
o R(Id —P) = Kern(P).

4. Zu jedem Unterraum Y von X existiert eine Projektion aufY .

Definition 3.1.3 (Stetige Projektion). Sei X ein normierter Raum. Dann ist

P(X) := {P € Lin(X) mit P* = P}

die Menge der stetigen Projektionen.

Lemma 3.1.14. Sei P € P(X), dann gilt:
1. Kern(P) und R(P) sind abgeschlossen.

2. ||P|| > 1 oder P = 0.

Satz 3.1.15 (Satz vom abgeschlossenen Komplement). Sei X ein Banachraum,
Y C X ein abgeschlossener Unterraum und Z C X ein weiterer Unterraum mit
Y@ Z = X. Dann ist dquivalent:

(1) Es gibt eine stetige Projektion P aufY mit Z = Kern(P).
(2) Z ist abgeschlossen.

Bemerkung 24. Ist Y ein abgeschlossener Unterraum eines Hilbertraumes H, dann
ist nach dem Projektionssatz die orthogonale Projektion P aufY eine stetige Projektion
auf Y im Sinne der obigen Definition 3.1.3 und H =Y @Y+ mit Y,Y+ abgeschlossen.
Wegen der Besselschen Ungleichung ist ||P|| < 1, und daher wegen Lemma 3.1.14 ist
|P|| =1 oder P =0.

Satz 3.1.16. Sei X ein normierter Raum, E ein n-dimensionaler Unterraum mit
Basis {e; : i =1,...,n} und Y ein abgeschlossener Unterraum mit Y N E = {0}.
Dann gilt:

1. Es gibt ey, ....e;, € X' mit € |y= 0 und €/(e;) = d;;.

2. FEs gibt eine stetige Projektion P auf E mit Y C Kern(P).
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3.2. Kompakte Operatoren und adjungierte Operatoren
auf Banachraumen

Theorem 3.2.1 (Jordansche Normalform fiir kompakte Operatoren). Sei X ein
Banachraum und T ein kompakter Operator auf X. Dann gelten:

1. Die Aussagen aus Satz 2.3.12.
2. Fir ein A € o(T) \ {0} ist
1 <ny:=max{n € N: Ken ((\Id =7)""") # Kern (A\1d—T)")} < oc.
Die Zahl ny € N heifst Ordnung von .
3. (Riesz-Zerlegung) Fir A € o(T) \ {0} gilt
X =Kern (AN d-7)") PR ((A1d-T)").

Beide Unterrdume sind abgeschlossen und T-invariant. Und der sogenannte
charakteristische Unterraum Kern (A\Id —T7")"*) ist endlich-dimensional.

4. Sei A € op(T), dann gibt es firn =1,...,n\ Unterrdume
E, C Kern ((A\Id—=T)") \ Kern (()\ Id —T)”_l), sodass

n)
Kern (AId—1)") = €D N
k=1

mit Ny, = @t (\1d =T)" (E},) gilt.

5. Die Unterrdume Ny (k = 1,...,ny) sind T-invariant und die Dimensionen

di, := dim (()\ 1d-T) (Ek)> sind unabhdngig von |l € {0,...,k — 1}.

6. Sind {ey;: j=1,...,dy} Basen von Ej, so ist
{()\Id —T)le;w 0<l<k<ny,, 1<j< dk} eine Basis von
Kern (AId =7)"*) und mit

xr = Z Oék,j,l ()\Id —T)l ekJ

kil
und y =" Byji (A1d —T)l €k,
k.l
ist Tx =y dquivalent zu
Br.jk—1 A -1 -0 Qg j k—1
: : —1 :
/Bk,j,() o --- Ce . by ak,j,o
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Korollar 3.2.2. In der Situation von Theorem 3.2.1 gilt aufSerdem.:
1. Fiir A € o(T)\ {0} ist o (Tlsya-ryma) ) = o(T) \ {A}.

2. Ist Py fir A € o(T) \ {0} die (stetige) Projektion auf Kern (A —T)™) gemdf der
Zerlegung aus Theorem 3.2.1 3., dann gilt fir alle \,u € o(T) \ {0}:

P\P, = 0, Px.

Korollar 3.2.3. Ist T € K(X), wobei X ein Banachraum und \ € o(T') \ {0} sei, dann

hat die Resolventenfunktion uw— R(u,T) in X einen (isolierten) Pol der Ordnung ny.
Das heifst,

p= (= A" R(p,T)
kann in X holomorph fortgesetzt werden und der Wert in A ist ungleich Null.

Definition 3.2.1 (Adjungierter Operator). Seien X,Y normierte Raume und
T € Lin(X,Y). Dann heifit der durch

Ty (x) =y (Tx)

fir alley’ € Y und fiir alle v € X definierte Operator T" : Y' — X' der adjungierte
Operator oder die Adjungierte zu T'.

Satz 3.2.4.
1. T — T ist eine lineare Isometrie von Lin(X,Y") nach Lin(Y’, X').
2. Fir alle Ty € Lin(X,Y) und fir alle T, € Lin(Y, Z) gilt (T51,) = T1T5.

3. Sei Jx : X — X" definiert durch x — Jxx mit Jxxz(x') = a'(x) fir alle
x € X. Und analog Jy : Y — Y". Dann gilt:

T"Jx = JyT.
Bemerkung 25.
1. Falls X =Y =R" mit T = (a,;), dann gilt T' = (a;;)" = (a,;) = T*.
2. Falls X =Y = C" mit T = (a;;), dann gilt T' = (a;;)" #T* = (a;)".
3. Falls X =Y = L*([0,1],C) mit Tf (v) = [y x(&,v) f(€) d€, dann folgt

T )= [ 561 (6) de
wnd T () = [ R 8)f(€) d.

4. Sind X,Y Hilbertraume und seien Rx : X — X', Ry : Y — Y’ die Isometrien aus
dem Rieszschen Darstellungssatz, das heifit Ry (y1)(y2) = (Y2, y1)y mity1 — Ry (y1),
dann gilt

T* = RY'T'Ry.

Denn aus T'Ry (y1)(z1) = (Tx1, y1)y = (x1, T*y1)x folgt RY'T' Ry (y1) = T*ys.
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Satz 3.2.5 (Satz von Schauder). Seien X,Y Banachrdume und T' € Lin(X,Y),
dann gilt:
TeKX)Y) T eKY X').

Satz 3.2.6. Fiir Unterrdume Z C X sei der Annihilator Z° definiert durch
7% = {2’ € X' mit 2'(x) =0 fiir allex € Z} .
Dann gilt:
1. Ist X ein Hilbertraum und Rx wie in Bemerkung 25, dann ist Z° = Ry (ZL).
2. FirT € Lin(X,Y) gilt Kern(T") = R(T)°.
3. Ist Z abgeschlossen mit codim(Z) < oo, dann gilt dim(Z°) = codim(Z).

Satz 3.2.7. Seien X,Y Banachriume und T € Lin(X,Y). Dann ezistiert ein
T-' e Lin(Y, X) genau dann, wenn (T')"" € Lin(X',Y") ezistiert und es gilt

(171 = @)

Theorem 3.2.8 (Fredholmsche Alternative). Sei X ein Banachraum, T € K(X)
und A # 0. Dann besitzt das Gleichungssystem Tx — A x = y genau dann eine Lisung
x € X, falls 2'(y) = 0 fir alle Losungen ' € X' der homogenen adjungierten
Gleichung T'x' — Xz’ = 0 ist.

Die dadurch gegebene Anzahl der Nebenbedingungen an y ist dann gleich der Anzahl
der linear unabhdngiger Losungen der homogenen Gleichung Tz — Az = 0.
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3.3. Lokal konvexe und schwache Topologien

Um den Einstieg in diesen Abschnitt etwas zu vereinfachen, befinden sich im Anhang
alle relevanten Definitionen und Satze aus der Topologie, die hier benotigt werden.

Sei X ein Vektorraum und (pq),; mit einer beliebigen Indexmenge I eine Familie von
Halbnormen auf X. Fiir jedes x € X definiere

UE,H(x) = {y € X: vaEH :pa(ﬂf - y) < 5}7

wobei H eine endliche Teilmenge von I sei. Weiter definieren wir

V(z) :={U:pu(x): e >0, HC I endlich},
U(z) = {U CX:dyeye : VC U},
T:={0CX: VocoIvevw : V CO}.

Dann erhalten wir:

Satz 3.3.1. (X,7) ist ein topologischer Raum. Fir jedes v € X ist U(z) der
Umgebungsfilter von x und V(x) die Umgebungsbasis von x.

T heifst die von (pa),e; induzierte lokal konvexe Topologie auf X und (X,T) ein
lokal konvexer (topologischer) Raum. (Lokal konvex deshalb, weil es fir jedes x € X
eine Umgebungsbasis aus konvexen Mengen gibt.)

Bemerkung 26. Der topologische Raum (X,T) ist bereits eindeutig festgelegt durch die
Nullumgebungsbasis V(0), denn es gilt:

Beispiel 19. Sei X ein normierter Raum und X' der Dualraum.

a) Fir alle v € X ist (po) ey = |2'(x)| eine Familie von Halbnormen, welche
die sogenannte schwache Topologie o (X, X') auf X induziert. o (X, X’) ist die
schwdachste Topologie auf X, beziiglich der alle ' € X' stetig sind.

b) Fiir alle x' € X' ist (py),cx mil po(2') := |2/ (x)| eine Familie von Halbnormen auf
X', welche die sogenannte schwach* Topologie o (X', X) auf X' induziert.

Lemma 3.3.2. Sei (X, T) ein von der Halbnormfamilie (pa),c; induzierter lokal konvezer
topologischer Raum. Dann sind dquivalent:

n— 00

(1) x, — x.

n—oo

(2) xp —x —— 0.

n—oo

(3) Fir alle o € I gilt po(z, — ) — 0.
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Beispiel 20. Sei X ein normierter Raum. Dann sind dquivalent:

(1) x, 2225 g beziiglich der schwachen Topologie o(X, X').

n— o0

(2) Fiir alle ' € X' gilt |2/ (z,, — )] — 0.
(8) Fiir alle ' € X' gilt o' (z,) =% 2'(z).

Man sagt dann, dass (x,)nen fiir n — oo schwach gegen x konvergiert.
Kurzschreibweise: x,, — x fiir n — oo.

Des Weiteren sind dquivalent:
(1) ! "= 2 beziiglich der schwach® Topologie o (X', X).
(2) Fiir alle v € X gilt |(2!, — 2') (x)] 2= 0.

(8) Fir alle v € X gilt o (x) 2= 2/ (z).

Man sagt dann, dass (z]) fiir n — oo schwach* gegen x’ konvergiert.

neN
. . * .
Kurzschreibweise: x, — x' fiir n — oo.

Lemma 3.3.3. Sei (X,T) ein von der Halbnormfamilie P = (p,),c; induzierter lokal
konvezer topologischer Raum. Dann sind dquivalent:

(1) (X,T) ist ein Hausdorffraum.

(2) VxeX\{O} EIpaeP : pa(l’) 7é 0.

Lemma 3.3.4. Seien (X, Tp) und (Y,Tq) von den Halbnormfamilien P = (pa),er, b2w.
Q = (qg)ﬁely induzierte lokal konvexe topologische Rdume und sei T : X — Y linear.
Dann sind dquivalent:

(1) T ist stetig.
(2) T ist stetig in 0.

(3) Fiir alle qz € Q existiert eine endliche Teilmenge H C Ix und ein M > 0, sodass
fir alle x € X gilt:
gs(Tx) < M - max pq(x).

Korollar 3.3.5. Sei (X, T) ein von der Halbnormfamilie P = (pa),c; induzierter lokal
konvexer topologischer Raum. Fine lineare Abbildung T : X — K ist genau dann stetig,
falls es endlich viele pq, ...,p, € P und ein M > 0 gibt, sodass fir alle v € X gilt:

|T(x)] < M - max pi(x).

..... n

Definition 3.3.1 (Dualraum). Sei (X,T) ein lokal konvexer topologischer Raum.
Die Menge aller (beziglich T ) stetigen linearen Abbildungen T : X — K nennt
man_den Dualraum X' von X.

Bemerkung 27. Es gibt Verallgemeinerungen des Satzes von Hahn-Banach und der
Trennungssdtze fir lokal konvexe Riume. Fir ndhere Details siehe [4].
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Distributionen

Sei 2 C R eine offene Teilmenge und D(Q) := C°(Q2). Des Weiteren seien Halbnormen
(Pm)men, definiert durch

() == sup [|07p(2)[looa).
IB]<m

Sei auerdem (p,)aer die Familie aller Halbnormen, fiir die Folgendes gilt: fiir alle
kompakte Teilmengen K C Q existieren C,m > 0, sodass fur alle ¢ € C®°(K) die
Ungleichung

Pa(®) < Cpuly)
erfiilllt ist. Dann erzeugt (pa)acs eine lokal konvexe Topologie Tp auf D().

Dies impliziert, dass ¢, —— ¢ beziiglich Tp genau dann gilt, wenn eine kompakte
Teilmenge K C () existiert, sodass supp(p,) C K und supp(y) C K fir alle n € N gilt

n—oo

und zusétzlich (|05, ||cox) —— [|02¢]|cox fir alle § € N erfillt ist.

Sei D'(2) der Dualraum von (D(Q2), Tp). Dann heiflen die Elemente von D'(2) Dis-
tributionen auf €). Analog zum Fall von normierten Rdumen nennt man die von der

Halbnormfamilie (p,) cp o) mit

fur alle T € D'(Q2) auf D’'(2) induzierte lokal konvexe Topologie, die schwach* Topologie
o (D'(€), D(Q)).

Somit konvergiert T, fiir n — oo beziiglich der schwach* Topologie o (D'(€2), D(2)) genau
dann gegen T', wenn T,,(¢) fiir n — oo gegen T'(p) konvergiert fur alle p € D(Q).

AuBlerdem gilt:
Lemma 3.3.6. Seien Q und (py)men, wie oben. Dann gilt:

a) Ist K C Q kompakt und Dk (Q) := C°(K), so stimmen die von (pm)men, erzeugte
lokal konvexe Topologie Ty auf Dk (2) mit der Relativtopologie von (D(Q2), Tp) auf
Dk () dberein.

b) (D(Q),Tp) ist ein Hausdorffraum.

Lemma 3.3.7. Sei T : D(Q) — K linear. Dann sind dquivalent:
1. TeD(Q).
2. Fiir alle kompakten Mengen K C Q gilt T|p, (o) € (Dr(Q))".

3. Fiir alle kompakte Mengen K C § existieren ein m € Ny und ein C > 0, sodass fiir
alle p € Dg(Q) die Ungleichung

Tl < C- sup 107 ¢l coe)

BI<m
qgilt.

4. T st folgenstetig in 0, das heifit, falls ¢, fir n — oo in (D(Q),Tp) gegen O
n—oo

konvergiert, so folgt Ty, —— 0.
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5. T ist folgenstetig, das heifit, falls o, firn — oo in (D(2),Tp) gegen ¢ konvergiert,
n—r 00,

so folgt Ty, —— Tp.
Bemerkung 28.
1. Sei f € Li,.(Q), wobei L}, .(Q) die Menge aller messbaren Funktionen auf Q (modulo

Nullmengen) ist, welche fiir jede kompakte Teilmenge K C Q in L'(K) liegen. Dann

st durch
z/(zf(y)w(y) dy

fiir alle p € D(QY) eine Distribution definiert.
Wegen des Fundamentallemmas der Variationsrechnung ist f +— Ty als Abbildung
von Li,.(Q) nach D'(Q) injektiv.

2. Sei x € Q. Fir alle ¢ € D(Q) wird durch
02(p) = ()

das sogenannte Dirac-Distribution zum Punkt x definiert. Es gibt aber kein
f € LL.(Q) mit 5, = Ty. Denn anderenfalls wiirde fiir alle o € D() gelten:

y = ¥(y) =y — 2l*e(y) € D(Q).
Daraus folgt dann fiir alle ¢ € D(Q):
0=v(e) = .() = [ f@)ly—ole(y) d
und man erhdlt f =0 fast dberall, was
| 7o) dy =0 £ b.(¢)

bedeuten wiirde und folglich einen Widerspruch liefern wiirde.
Trotzdem schreibt man hdufig formal:

L%@M@M@zw@)

Satz 3.3.8. Sei f,, : R — R mit f,(r) = (f)
( /

n — oo beziiglich der schwach* Topologze o

fuir

(Q), D(Q)) gegen dg.

Definition 3.3.2 (distributionelle Ableitung). Die Abbildung 97 mit

BT (p) = (-1)'T (8p)

heifst f-te distributionelle Ableitung der Distribution T .

Beachte:
Fiir die zu 92 f gehérende Distribution T P gilt mit Hilfe der partiellen Integration:

Ty (0) = [, 02F(@)p(a) da
= (D) [ f@)0fp() do

= (=11 (9])
= (917) (9).
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Die obige Definition verallgemeinert dies fiir Distributionen, die nicht von Funktionen
induziert werden.

Beispiel 21. Sei f(x) := |z|. Fir alle ¢ € C* (—1,1) gilt:

0

Ty (0pp) = /1 —x Opp(x) dx + /01 x Opp(x) da

0 1
— [ el@)de— [ o) ax
-1 0
= —Ty(y)
mit
-1, wenn x <0,
g(r) =10, wenn x = 0,

1, wenn x > 0.

g (eigentlich T,) ist also die distributionelle Ableitung von f (eigentlich Ty). Da g €
L?(—1,1), ist g auch die schwache Ableitung von f und somit f € H'(—1,1). Auflerdem
gilt fiir alle o € CX(—1,1):

7y (020) = [ Opla) do— [ Duipla) da = 25(0) = 26u().

Also ist 26 die zweite distributionelle Ableitung von f, aber keine zweite schwache
Ableitung von f.

Satz 3.3.9. Die Abbildung 0° : D'(Q) — D'(Q) mit T — 0°T ist beziiglich
o (D'(Q),D(Q)) stetig.

Eigenschaften der schwachen Konvergenz

Lemma 3.3.10. Sei X ein normierter Raum. Dann gilt:
1. Sind x,x € X und k € N, so gilt
T —x in X
fiir k — oo genau dann, wenn
Ixxp = Jxx in X"
fir k — oo, wobei Jxx(x') = o' (x) fir x € X und 2’ € X' ist.
2. Sind zi,,2" € X und k € N, so gilt:
z, =2 in X'

impliziert
* .
x, =2 in X'

3. Der schwache Grenzwert und der schwach*-Grenzwert von Folgen sind eindeutig
bestimmid.
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4. Aus der Normkonvergenz folgt die schwache Konvergenz und die schwach*-Konvergenz.
5. Aus zf, = 2’ in X' fiir k — oo folgt

[l < liminf ||z ]|
k—o00
6. Aus xp, — x in X fir k — oo folgt
< limi .
lzl[x < liminf [z | x

7. Schwach konvergente Folgen sind beschrankt in X . Ist X wollstindig, dann sind
auferdem schwach*-konvergente Folgen beschrankt in X'.

8. Aus vy — x in X und xf, = 2’ in X' fiir k — oo folgt

falls X wollstindig ist. Dieselbe Implikation gilt auch, wenn xy, k2oos v in X und

) koo o in X gegeben ist, wobei hier die Vollstandigkeit von X nicht notwendig

1st.

Bemerkung 29. Die Aussage 6. nennt man auch Unterhalbstetigkeit der Norm beziiglich
der schwachen Konvergenz von Folgen.

Beispiel 22.

a) Sei (Q,%, 1) ein Mafraum und sei 1 < p < oo, %4— ]% =1.Im Fallp =1 sei u
zusdtzlich o-endlich. Fir g € LY (Q) sei

W) = [ fgau
fir alle f € LP(92).
Dann ist Jy : LY (Q) — (LP(Q)) ein konjugiert linearer isometrischer Isomor-
phismus. Fir p =2 =p' stimmt Jy mit dem Isomorphismus aus dem Rieszschen

Darstellungssatz tiberein.
Folglich gilt fir alle fy, f € LP(Q):

fo— f in 1(9)
fiir k — oo genau dann, wenn fir alle g € LP'(Q):
[ figdu 2= [ g ap
Q Q
gilt.

b) Sei K CR" eine kompakte Teilmenge. Dann ist durch

J(f) = [ f av
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ein linearer isometrischer Isomorphismus J : rea(K) — (CYK))', wobei rca(K)
der Raum der reguldren signierten Borelmafle auf K ist, definiert.
Folglich gilt fiir alle fy, f € C°(K):

fe = f in C(K)
fiir k — oo genau dann, wenn fir alle v € rca(K):

/ o dv 22y / fdv
K K
qgilt.
c) Sei Q C RY eine offene Teilmenge, m € N und 1 < p < oo. Fiir ug,u € W™P(Q)
qilt
up — u in W™P(§2)
fir k — oo genau dann, wenn fir alle |s| < m:
Oouy, — Oyu in LP(Q)
fiir k — oo gilt. Die gleiche Aussage gilt fir Wi ().

Satz 3.3.11. Sei X ein separabler Banachraum. Dann ist die abgeschlossene
FEinheitskugel B1(0) von X' schwach*-folgenkompakt.

Bemerkung 30. Dieser Satz gilt dann auch fir jede andere abgeschlossene Kugel Br(x).
Insbesondere hat jede beschrankte Folge in X' eine schwach*-konvergente Teilfolge.

Bemerkung 31. Ist X nicht separabel, dann gilt die Aussage von Satz 3.3.11 im Allge-
meinen nicht. Gegenbeispiel: Sei X = L>(]0,1[) und fir e > 0:

T.f = 1/8]"(:]5) dr  fir alle f € L=(0,1]).

e Jo
Dann gilt T. € (L>°(]0,1]))" mit ||T-|| = 1, aber fir keine Nullfolge (£,)nen st (T%, )nen

schwach* konvergent in (L*(]0,1[))". Denn angenommen, (1%, )nen sei schwach* konver-

n

gent. Durch Ubergang zu einer Teilfolge (die dann auch schwach* konvergent ist und
wieder mit (T¢, )nen bezeichnet werde) kann angenommen werden, dass

€ .
1> 4 fiir n — oo

n

gilt. Betrachte die durch
f(z) == (=1) firejy <z <ejundj €N

definierte Funktion f € X. Es ist

v ((gn o) (=1 £ /0 @) da:),

En

also

1 n 2 n n o0
T = (1 < — (emat [ @) de) < =222 o,
0

n En
Daraus folgt, dass die Folge (T, f)nen die beiden Hdaufungspunkte +1 besitzt. Daher kann
(T%, Jnen nicht schwach® konvergent sein.
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Satz 3.3.12 (Satz von Alaoglu). Sei X ein Banachraum. Dann ist B;(0) C X’
tberdeckungskompakt beziiglich der schwach* Topologie auf X'.

Definition 3.3.3. Sei X ein Banachraum. So wird X genau dann reflexiv genannt,
wenn die Abbildung Jx : X — X" surjektiv (und damit bijektiv) ist.

Beispiel 23.
1. Jeder Hilbertraum ist reflexiv.
LP(Q) st fiir 1 < p < oo refleziv.

WmP(Q) ist fir 1 < p < oo reflexiv.

> e

C°(K) mit K C R™ kompakt ist nicht reflexiv, falls K nicht aus endlich vielen
Punkten besteht.

Lemma 3.3.13. Sei X ein Banachraum.

1. Ist X reflexiv, dann stimmen die schwach* Konvergenz und die schwache Konvergenz
auf X' tiberein.

2. Ist X reflexiv, dann ist auch jeder abgeschlossene Unterraum von X reflexiv.

3. IstT : X =Y ein Isomorphismus, dann ist X genau dann reflexiv, wenn Y reflexiv
1st.

4. X ist genau dann reflexiv, wenn X' reflexiv ist.

Lemma 3.3.14. Fiur jeden Banachraum X gilt: falls X' separabel ist, dann ist auch X
separabel.

Satz 3.3.15. Sei X ein reflexiver Banachraum. Dann ist B1(0) € X schwach
folgenkompakt.

Bemerkung 32. Dies gilt auch fir jede andere abgeschlossene Kugel Br(x) C X.
Insbesondere hat jede beschrinkte Folge in X eine schwach konvergente Teilfolge.

Satz 3.3.16. Seien X,Y Banachriume und T : X — 'Y linear.

1. Ist T € K(X,Y), dann ist T wvollstetig, das heif$t, z,, — x in X fir n — oo
impliziert Tx,, — Tx in'Y fir n — oo.

2. Ist X reflexiv und T wvollstetig, dann ist T € K(X,Y).

Satz 3.3.17. Sei X ein normierter Raum und M C X konvex und abgeschlossen.
Dann ist M auch schwach folgenabgeschlossen, das heifst, fir x, € M, k € N, gilt

k—o00

Tz, ——x m X — xz € M.

Theorem 3.3.18. Sei X ein reflexiver Banachraum und M C X nicht leer,
konvex und abgeschlossen. Dann gibt es zu xg € X ein x € M mit

|z — 20| = dist (xq, M) .
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A. Grundlagen der Topologie

Definition A.0.1 (Topologischer Raum). Sei X eine Menge und T C P(X).
Dann heifit (X, T) topologischer Raum, falls gilt:

(T1)) DeT N XeT,
(T2) T'CT = Uper UeET,
(T&?) Ul,UQET = UlﬂUQET.

Die Elemente von T heifien offene Mengen.

Definition A.0.2. Sei (X,T) ein topologischer Raum.

Die Teilmenge A C X heif$t abgeschlossen, falls X \ A offen ist.

Fiir eine Teilmenge M C X heift
M:={xeM: Jyer: UC M Az €U} das Innere von M.

M := X\ (X \ M) heifit der Abschluss von M.

OM = M\ M heift der Rand von M.

M heifst dicht in X, falls M = X.

Satz A.0.1. Beliebige Schnitte und endliche Vereinigungen von abgeschlossenen
Mengen sind abgeschlossen. Die leere Menge O und X sind abgeschlossen.

Definition A.0.3 (Umgebung, Umgebungsfilter, Umgebungsbasis). Sei (X, 7))
ein topologischer Raum und z € X.

1. U C X heifit Umgebung von z, wenn es eine offene Menge O mitx € O C U
qibt.

2. Das Mengensystem U(x) aller Umgebungen von = heifst Umgebungsfilter von
x.

3. FEine Teilfamilie V(x) C U(x) eines Umgebungsfilters U(x) heifft Umgebungs-
basis von x, falls fir jedes U € U(x) ein V € V(x) mit V C U existiert.
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Satz A.0.2.

a) Sei (X,T) ein topologischer Raum und x € X. Dann gilt fir den Umgebungs-
filter U(x):
(UJ) vUGL{(:Jc) cxel.
(U2) Vueu)Iveu@) Vyev = U € U(y).
(US)) Vavgx : ((U CV AU GU($)) =V GU($))
(U4) vU,VGL{(:r) :UNV e Z/I(l')

b) Sei X eine Menge und fir jedes x € X existiere U(x) C P(X), sodass

(U1)—(U4) erfillt seien. Dann gibt es genau einen topologischen Raum (X, T),
sodass die U(x) Umgebungsfilter von x sind. Es ist T := Uyex O(x) U {0}

mit O(z) = {[O] UelU(x)} und U = {ye X:UeclUu(y)}.

Satz A.0.3.

1. Jeder metrische Raum induziert einen topologischen Raum. In diesem Fall be-
sitzt jeder Punkt x des topologischen Raumes eine abzihlbare Umgebungsbasis

V(x).

2. Nicht jeder topologische Raum ist metrisierbar (das heifit von einem metri-
schen Raum induziert).

Definition A.0.4 (stiarker oder feiner bzw. schwécher oder grober). Seien (X, 77),
(X, Tz) topologische Raume. Dann heifit Ty stiarker oder feiner als T; beziehungsweise
71 schwécher oder grober als Ta, falls Ty C Ts ist.

Definition A.0.5 (Hausdorff-Raum). Fin topologischer Raum (X,T) heifit
Hausdorft-Raum, wenn gilt:

Voyex (37 Y = Jveu@ Iveuw) : UNV = @) .

Definition A.0.6 (Grenzwert). FEine Folge (xy),cn € (X, T) konvergiert gegen
r € X (Kurzschreibweise: x, ~—% x )

= vVEV(a:) EanEN annv DTy € V.

Man nennt dann & den Grenzwert von (z,),,cy-

Satz A.0.4. Grenzwerte von Folgen in Hausdorff-Rdumen sind eindeutig bestimmd.

Definition A.0.7 (folgenabgeschlossen). Sei X, 7T ein topologischer Raum. Eine
Teilmenge A C X heif$t folgenabgeschlossen

1S V(on)menCA (xn 2% = € A) .

Satz A.0.5. Fualls A abgeschlossen ist, ist A auch folgenabgeschlossen. Die Um-
kehrung gilt im Allgemeinen nicht.
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Definition A.0.8 (stetig). Seien (X,Tx), (Y,Ty) topologische Rdiume. Eine
Abbildung T : (X, Tx) — (Y, Ty) heifit stetig

& Vaex Ywevs) Juevw) : T(U) C V.

Satz A.0.6.

1. FEs sind dquivalent:
a) T ist stetig.
b) Urbilder offener Mengen sind offen.
c) Urbilder abgeschlossener Mengen sind abgeschlossen.

2. Wenn T stetig ist, dann ist T auch folgenstetig, dass heifit aus x,, — x folgt
T(x,) — T(x). Die Unmkehrung gilt im Allgemeinen nicht.

Definition A.0.9 (iiberdeckungskompakt, folgenkompakt). Sei (X,T) ein topo-
logischer Raum.

1. Eine Teilmenge K C X heifit (iiberdeckungs-)kompakt
& Jede Uberdeckung von K durch offene Mengen aus X besitzt eine endliche
Teiliiberdeckunyg.

2. Fine Teilmenge K C X heifit folgenkompakt
& Jede Folge in K besitzt eine konvergente Teilfolge, deren Grenzwert in K
liegt.

Satz A.0.7. Kompaktheit und Folgenkompaktheit sind im Allgemeinen nicht
dquivalent.

Definition A.0.10 (separabel). FEin topologischer Raum (X, T) heifit separabel
= X enthdlt eine abzdhlbare dichte Teilmenge.

Satz A.0.8 (Relativtopologie, Produkttopologie).

1. Sei (X, T) ein topologischer Raum und A C X. Dann ist (A, Ta) ein topologi-
scher Raum mit der sogenannten Relativtopologie Ty := {UNA mit U € T'}.

2. Seien (X;,T;)ic1, wobei I eine beliebige Indexmenge ist, topologische Rdaume
und sei X = Q,c; X; das kartesische Produkt der Mengen X;. Dann ldsst
sich X mit der sogenannten Produkttopologie T wversehen, wobei genau dann
U €T ist, wenn U als Vereinigung von Mengen der Form (U;)cr mit U; € T;
fur alle v € I und U; = X; fiir fast alle i € I darstellbar ist.

Satz A.0.9 (Satz von Tychonov). Seien (X;, T;);c;, wobei I eine beliebige Index-

menge ist, topologische Riume und X = Q,cr X; versehen mit der Produkttopologie.
Dann ist X genau dann kompakt, wenn alle X; kompakt sind.

Bemerkung 1. Dieser Satz ist dquivalent zum Auswahlaziom.
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