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Aufgabe 47.

Auf einem K-Vektorraum X seien zwei Normen || · ||1 und || · ||2 definiert und bezüglich beider
Normen sei X vollständig. Zeigen Sie: Existiert ein C > 0, so dass ||x||1 5 C||x||2 für alle x ∈ X
gilt, dann sind beide Normen äquivalent.

Aufgabe 48.

Zeigen Sie: Seien X, Y Banachräume und b : X × Y → K sesquilinear, wobei x 7→ b(x, y) für
jedes y ∈ Y stetig sei sowie y 7→ b(x, y) für jedes x ∈ X stetig sei. Dann gibt es eine Konstante
C > 0, so dass |b(x, y)| 5 C||x||X ||y||Y für alle x ∈ X und alle y ∈ Y gilt.

Aufgabe 49.

Zeigen Sie:

a) Sei E ein normierter Raum und P ∈ Lin(E) eine stetige Projektion. Dann ist P genau
dann kompakt wenn der Bildraum R(P ) endliche Dimension hat.

b) Seien X, Y Banachräume und T : X → Y sei nuklear, d.h. es gibt λk ∈ K , x′k ∈ X ′ und
yk ∈ Y für k ∈ N mit

∑∞
k=1 |λk| <∞ , ||x′k||X′ = 1 und ||yk||Y = 1, so dass

T (x) =
∞∑
k=1

λkx
′
k(x)yk

für alle x ∈ X gilt. Dann ist T kompakt.

Aufgabe 50.

a) Zeigen Sie: Sei X ein Banachraum, T ∈ Lin(X) und T ′ der adjungierte Operator zu T .
Dann gilt σ(T ′) = σ(T ) und für die Resolvente gilt R(λ;T ′) = R(λ;T )′ für alle λ ∈ ρ(T ).

b) Sei X = `2 , versehen mit der || · ||`2 -Norm und R ∈ Lin(X) der Rechtsshift (siehe Aufgabe
35). Bestimmen Sie den adjungierten Operator R′ zu R sowie σ(R).
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