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Aufgabe 1.

Lösen Sie die Transportgleichung ∂tu = ∂xu für x ∈ (0, 1) mit der Anfangsbedingung u(x, 0) = 1
für alle x ∈ [0, 1] und der Randbedingung u(1, t) = cos(t) für t = 0.

Aufgabe 2.

Sei

U(t, U0)(x) =
1√
4πt

∫ ∞
−∞

e−
(x−y)2

4t U0(y) dy.

a) Zeigen Sie die Halbgruppeneigenschaft

U(t+ s, U0) = U(t, U(s, U0)).

b) Zeigen Sie: Die Halbgruppeneigenschaft und die Stetigkeit von t 7→ U(t) in t = 0 in C0
b,unif

implizieren die Stetigkeit von t 7→ U(t) in jedem t > 0 in C0
b,unif .

Aufgabe 3.

Sei u eine Lösung der Diffusionsgleichung mit
∫∞
−∞ |u(x, 0)| |x| dx <∞ . Zeigen Sie, dass ein C > 0

existiert, so dass

sup
x∈R

∣∣∣∣√tu(x√t, t)− 1√
4π
e−

x2

4

∫
u(y, 0) dy

∣∣∣∣ 5 Ct−
1
2

gilt.

Aufgabe 4.

Sei u eine Lösung der Diffusionsgleichung. Zeigen Sie:

a) Ist
∫∞
−∞ |û(k, 0)| dk <∞ , dann existiert ein C > 0, so dass∫ ∞

−∞
|kû(k, t)| dk 5

C√
t

∫ ∞
−∞
|û(k, 0)| dk

gilt.

b) Ist û ∈ C1
b,unif , dann existiert ein C > 0, so dass

sup
k∈R

∣∣∣∣û( k√
t
, t

)
− û(0, 0)e−k

2

∣∣∣∣ 5 Ct−
1
2

gilt.
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